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PALABRAS DE PRESENTACION

La versién caslellana de la obra del profesor A. G. Kurosch
«Curso de dlgebra superior» que ofrecemos al lector, es el primer libro
del autor que se traduce al espafiol.

El conocimiento del dlgebra superior es indispensable para la
formacién matematica del estudiante que ha decidido consagrarse
al estudio de las matematicas. El presente libro marca un camino
relativamente corto para pasar del dlgebra elemenlal al estudio de los
métodos abslractos del dlgebra moderna.

En los primeros capitulos se estudian detalladamenle los deter-
minantes y sistemas de ecuaciones lineales, se inlroducen los nimeros
complejos y las operaciones sobre las matrices, y se hace una exposi-
¢ion de la teoria de los polinomios y formas cuadriticas. En los
capitulos VII y VIII, el autor nos da una idea primordial del dlgebra
lineal. En el capitulo X vemos que el dlgebra lineal, el dlgebra de los
polinomios y las funciones racionales pueden generalizarse para el
caso de un campo fundamental arbitrario. Precisamente en esle capi-
tulo, el auter nos enseia los principios del algebra moderna. Aqui
nos encontramos con los conceptos importantes de anillo y campo.
Jslos conceplos permilen exponer con mayor generalidad Ia teoria
de los polinomios en varias indeterminadas, suponiendo que los
coelicientes de estos polinomios pertenecen a un campo fundamental
arbitrario. A continuacion, las matrices polinomiales también se
estudian sobre un campo fundamental arbitrario y se aplican para
la elaboracién de la teoria de las matrices de Jordan. El ultimo capi-
tulo estd dedicado a los grupos; éste es el comienzo de una rama muy
importante del &lgebra moderna, denominada Lleorfa de los
grupos.

El autor de este libro es un gran especialista en teoria de grupos,
Su libro «Teoria de los gruposs, desempeiié un papel muy importante
en el desarrollo de las invesligaciones sobre este lema en la Union
Soviética. Hace unos afos, el prof. A. G. Kurosch publicd una origi-
nal obra, titulada ¢Lecciones de dlgebra general», que fue favorable-
mente acogida por los algebristas soviéticos.

El prof. A, G. Kurosch es jefe de la citedra de dlgebra superior
de la Universidad de Moscii desde el afo 1949.



8 Palabras de presentacion

El presente libro es un compendio de dlgebra superior que compren-
de los conocimientos de esta ciencia obligatorios para los estudiantes
de matemidticas de la Universidad de Mosci. Desde la aparicion
de su primera edicién en ruso, en el afio 1946, ya ha sido reeditado
ocho veces. En la Union Soviética éste es uno de los mejores libros
sobre el tema considerado. Esperamos que tenga buena acogida en los
paises de habla hispanica.

Agradeceremos al lector sus observaciones sobre la presente tra-
duceidn, que trataremos de tener en cuenta en el futuro.

Mosei. Febrero de 1968, . Aparicio Bernardo



CAPITULO 1

SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES. DETERMINANTES

§ 1. Método de eliminacién consecutiva de las incégnitas

Comenzamos el curso de dlgebra superior con el estudio de los
sistemas de ecuaciones de primer grado con varias incognitas o,
como suele decirse, de los sistemas de ecuaciones lineales *,

La teoria de los sistemas de ecuaciones lineales origina una am-
plia e importante rama del adlgebra, el dlgebra lineal, a la que estin
dedicados una gran parte de los capitulos de este libro y, en particu-
lar, los tres primeros. Se supone que son reales los coeficientes delas
ecuaciones que se consideran en estos tres capitulos, los valores de las
incognitas y, en general, todos los nimeros que aparecen. lin reali-
dad, todo cl contenido de estos capitulos se generaliza, palabra por
palabra, al caso de numeros complejos arbitrarios, ya conocidos por
el lector en el curso de la escuela media.

A diferencia del dlgebra clemental, aqui se estudian los sislemas
con un nimero arbitrario de ecuaciones e incégnitas. Ademds, supo-
nemos que el nimero de ecuaciones del sislema no coincide con el
numero de incognitas.

Sea dado un sistema de s ecuaciones lineales con n inedgnitas.
Convengamos en emplear las siguientes notaciones: las incognitas las
designaremos con la letra 2 con subindices 1, 2, ... n: &y, &2, ..., Iy}
supondremos que las ecuaciones estin numeradas asi: la primera,
la segunda, . .., la s-ésima; el coeficiente de la incégnita x; en la
i-ésima ecnacion, se senalard mediante a;;**; finalmente, el término
independiente de la i-ésima ecuacion se designara con b;.

# Fsta denominacion se debe a que, en la geometria analitica, una ecua-
cién de primer grado con dos incognitas determina una recta en el plano.

** Por eonsigniente, se emplearin dos subindices, el primero de los cuales
indicari el niimero do la ceuacion, v el segundo, el ndmero de la incégnita. Para
abreviar, estos indices no se separarin con una coma; claro que, en el caso de
ay1, no se debe leer «a onces, sinn «a uno unor, ¥ en el caso de ay;, no se debe

leer wa treinta ¥ cualros, sino ea Lres cuatros.
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Nuestro sistema se escribird ahora en la forma general siguiente:

Apry | Qs o @t by,
gy — Qandlip = o oo | thoydy == by (1)
Ay Xy - oo - oo |- fan i = Dy

Los coeficientes se pueden colocar formando un cuadro
gflyn - -0 Wy

Gayltan . .. flap (2)

flagflon o .. flgy

denominado matriz de s filas y n columnas; los nluneros a;; se llaman
elementos de la malriz®. Si s = n (o sea, que ¢l nimero de filas es
igual al nimero de columnas), se dice que la malriz es cuadrada y de
orden n. La diagonal de esta malriz que une el dngulo superior
izquierdo con el angulo inferior derecho (o sea, formada por los ele-
mentos ¢y, @z, . . ., @yp), se llama diegonal principal. Una malriz
cuadrada de orden n se llamard matriz unidad de orden n, si todos los
elementos de su diagonal principal son iguales a la unidad, y lodos
los elementos que estin fuera do esta diagonal son iguales a cero.

Se llama selucidn de un sistema de ecnaciones lineales (1) a un
sistema de 7 nameros &y, ks, .. ., &,, en el que cada una de las
ecuaciones del sistema (1) se convierte en una identidad, después
de haber sustituido en ella las incognitas x; por los nimeros corres-
pondientes %y, i =1, 2, ..., n¥*¥

Un sistema de ecuaciones lineales puede no tener solucion alguna,
y entonces se llama incompatible, Tal es, por ejemplo, el sislema

-731—:5-’32' :1v
Ty Dxp =T,

los primeros miembros de estas ecunaciones son iguales, mientras que
los segundos son distintes. Por lo tanto, ningin sistema de valores
de las incégnitas puede satisfacer simultineamente a las dos ecua-
ciones.

Si el sistema de ecuaciones lineales tiene solucion, se llama com-
patible. Se dice que un sistema compalible es determinade, si posee
una solucion dnica (en el dlgebra elemental solamente se estudian

* De este modo, si la matriz (2) se examina sin relacion con el sistema (1,
¢l primer subindice del elemento a;; indica el nimero de su fila, y el segundo,
el nimero de su columna.

** lay que subrayar, que los nimero %, k2, ..., k,; forman wne solucion
del sistema v no n soluciones.
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tales sistemas), e indeferminado, si liene mas de una solucion, En este
caso, como veremos mis adelante, hay una infinidad de soluciones

Asi, el sistema
Ly &l 2$2= 7!
Ty t+ap=4

es determinado y x; = 1, 5 = 3 es una solucion. Por el método
de eliminacién de la incognila, se puede comprobar ficilmente que
esta solucién es Unica. Por otra parte, el sistema

dry—ap =1, }

ﬁx1—2x2 =2
es indelerminado, puesto que Liene infinitas soluciones de la forma
o=k, x,=3k—1, (3)

donde el nimero & es arbitrario. Con_las soluciones obtenidas por las
formulas (3} se agotan todas las soluciones de nuestro sistema.

El problema de la teoria de los sistemas de ecuaciones lineales
consisle en la elaboracién de mélodos que permitan establecer si es
compatible o no un sislema dado de ecuaciones, y en caso de compa-
tibilidad, indicar el nimero de soluciones y senalar un método para
hallar todas ellas.

Comenzaremos por el método mas comodo para hallar prictica-
mente las soluciones de los sistemas con coelicientes numéricos, es
decir, con el método de eliminacidin consecutiva de las incignitas o mé-
todo de Gauss*.

Hagamos primero una ohservacién. A continuacion, tendremos
que hacer las siguienles transformaciones del sistema de ecuaciones
lineales: ambos miembros de una de las ecuaciones del sistema,
multiplicados previamente por un mismo nimero, se van a restar
de los miembros correspondientes de otra de las ecuaciones del siste-
ma. Supongamos, por ejemplo, que ambos miembros de la primera
ecuacion del sistema (1), multiplicados por el niimero ¢, se restan de
los correspondientes miembros de la segunda ecuacion. Oblendremos
un nueve sistema de ecuaciones lineales:

ATy Qs+ oo T == by,

4)

s 1y ﬂ'ég.’»"g 4L Laana, = bz. |
Y o |
APy - gedp oo gpdn = !ifa, |

5Ty 5 at;-‘:?, e T Qe = ba-

* También se llama método de reduceion. (Nota del T.)
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donde

b =aa;—cay; para jo=1, 2, .. n, by=Dby—cb.

Los sistemas de ecuaciones (1) y (4) son equivalentes, es decir, son
simulidneamente incompatibles o son simultdneamentie compatibies
y, en el tltimo caso, poseen las mismas soluciones. lin efeclo, sea
kyy ko, ..., Ky una solucion arbitraria del sistema (1). Es evidente,
que estos nimeros satlisfacen a todas las ecuaciones del sistema (4),
menos a la segunda. Sin embargo, lambién satisfacen a la segunda
ecuacion del sistema (4): es suficiente recordar que esta ecuacion
se expresa mediante la segunda y la primera de las ecuaciones del
sistema (1). Reciprocamente, toda solucién del sistema (4) satisface
también al sistema (1). En efecto, la segunda ecuacién del sistema
(1) se obtiene restando de ambos miembros de la segunda ecuacion
del sistema (4) los miembros correspondientes de la primera ecuacion
de esle sistema, multiplicados por el niimero —e¢.

Iis comprensible que, si en el sislema (1) se efectiian unas cuantas
veces las transformaciones del lipo considerado, el sistema obtenido
de ecuaciones se mantendrd equivalente al sistema inicial (1).

Puede ocurrir que después de efectuar tales transformaciones
aparezca en nuestro sistema una ecuacion, cuyos coeficientes en el
primer miembro sean iguales a cero. Si el término independiente de
esla ecuacion es también igual a cero, la ecuacion se satisface con
cualesquiera valores de las incognitas. Por lo lanto, suprimiendo
esta ecuaciin, legamos a un sistema de ecuaciones que es equivalente
al inicial. Si el término independiente de la ecuacion considerada es
diferente de cero, la ecuacion no puede ser satisfecha por ninguno
de los valores de las incognitas y, por esto, el sistema obtenido de
eciwaciones, al igual yue el sistema inicial equivalente, serd incompa-
tible.

Expongamos ahora el método de Gauss.

Sea dado un sistema arbitrario de ecuaciones lineales (1). Supon-
gamos para precisar que a, 5= 0; claro, puede ocurrir que a,;,; sea
igual a cero y, entonces, tendriamos que comenzar por cualquier
otro coeficiente de la primera ecuacion del sistema, diferente de
cero.

Transformemos ahora el sistema (1), eliminando la incognita x,
de todas las ecuaciones, menos de la primera. Para esto, multipli-

. -

2Ly resié-
11

moslos de los miembros correspondientes de la segunda ecuacion.

Después, multipliquemos ambos miembros de la primera ecuacion por

i - . 5
-2,y restémoslos de los miembros correspondientes de la tercera
1

quemos ambos miembros de la primera ecvacién por

ecuacion, etc., etc.
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De este modo, obtendremos un nuevo sistema de s ecuaciones
lineales con r incognitas:

@y Tyt Gro¥y — AyaT3 oo+ Bialtn = by,
abory + aa¥y A ...+ @andn =Dz,

@39To 4 A3ty . b @in®a = b3, } (5)

R A N S e

No tenemos necesidad de escribir explicilamente las expresiones de
los coeficientes nuevos af; y de los términos independienies nuevos
b, mediante los coeficientes y los términos independientes del siste-
ma inicial (1).

Como ya sabemos, el sistema de ecuaciones (5) es equivalente al
sistema (1), Transformemos ahora el sistema (5). Pero no tocaremos
mis la primera ecuacidn, y las transformaciones solamente las efec-
tuaremos con la parle del sistema (5) formada por todas las ecuacio-
nes, menos la primera. Se sobrentiende que entre ellas no hay ecua-
ciones cuyos coelicientes de los primeros miembros sean iguales
a cero: tales ecuaciones las habriamos suprimido, si sus términos
independientes fuesen iguales a cero, y en caso conlrario, quedaria
ya demostrada la incompatibilidad de nuestro sistema. I'or lo tanto,
hay coeficientes ai; diferentes de cero; supongamos, para precisar,
que a), %= 0. Transformemos ahora el sistema (5), restando de ambos
miembros de la lercera ecuacion y de cada una de las siguientes ecua-
ciones, ambos miembros de la segunda ecuacidn, multiplicados por

far 1 flye T

L T

respectivamente. De este modo, quedari eliminada x. de lodas
las ecuaciones, menos de la primera y de la segunda. Obtendremos
el siguiente sistema de ecuaciones, que es equivalente al sistema (9),
y por consiguienle, también al sistema (1):

QqyZy 1 ByaTs | @uaZg+ oo = Qguity = by, ‘]
aba®y + AagTa « o |- Qanzy = by, |
- , o AL
L R e D l
2 ) — I J
@iaTy |00 — QinTn - Oy

Nuestro sistema contiene ahora ¢ ecuaciones, ¢ < s, puesto que, posi-
blemente, algunas de las ecuaciones hayan sido suprimidas. Es evi-
dente que después de eliminar la incognita xy, puede disminuir el
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nimero de ecuaciones del sistema. A conlinuacion, transformaremos
solamente aguella parte del sistema obtenido gue contiene todas las
ecuaciones, menos las dos primeras,

(Cudndo se terminard este proceso de eliminacién conseculiva
de las incognitas?

Si llegamos a un sistema tal, en el que una de sus ecuaciones
tenga un término independiente diferenle de cero, mientras que
todos los coclicientes del primer miembro sean iguales a cero, enlon-
ces, como ya sabemos, nuestro sistema inicial serd incompatible.

<n caso conlrario, obtendremos el siguienle sistema de ecuaciones,
equivalenle al sistema (1):

Ay + ATy b A ATt T QT | - A= Dy,
@hola - ... D p Tt CaEy - e b BhaE, = DB,

(h—2) ) ; h—2
i1 k1Lt —1 aff  han 4 .- “h‘—i )na‘!n o bgt—l ’

I .
Aqui, a0, a, 70, ..., af__l wey == 0, =1 e 0. Senalemos
también que & < s ¥, evidentemenle, k< n.

En este caso, el sistema (1) es compatible. Es determinado para
k=n, e indeterminado, para k<<n.

Ln efecto, si & — n, el sistema (6) tiene la forma

Aty - Ay + .« Qg = by,

Guaty 4 o oo+ Q2nZn = b2, (7
—,1 n—1
a .:, )::,,l b{ ).

De la altima ecuaciéon obtenemos un valor absolutamente delermi-
nado de la incégnita z,. Sustituyéndolo en la peniiltima ecuacidn,
hallaremos un valor univocamente determinado de la incignita
Zp—4. Continuando de este modo, hallaremos que el sistema (7), y por
tanto el sistema (1), poseen solucidon wnica, es decir, son compa-
tibles y determinados.

Si k << n, tomamos valores numéricos arbitrarios para las incogni-
tas «independientes» xy .y, .. ., &, después de lo cual, avanzando
por el sistema (6) de abajo arriba hallaremos, como anteriormente,
unos valores univocamente determinados para las incognitas y,
Th—tys - . -y T, 4. Como los valores para las incdgnitas independien-
tes se pueden elegir de infinitos modos, el sistema (6) y, por
consiguiente, el sistema (1), serdn compatibles, pero indetermina-
dos. Iis ficil comprobar, que con el método indicado (eligiendo de
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todos los modos posibles los valores para las incognitas independien-
tes), se hallan todas las soluciones del sistema (1).

A primera vista puede parecer que con el método de Gauss el
sistema de ecuaciones lineales se puede reducir a otra forma més:
la que resulta de agregar al sistema (7) unas cuantas ecuaciones que
contengan solamente a la incégnita z,. Sin embargo, lo que ocurre

en realidad es que las transformaciones no se han llevado hasta el

fin: como a5 "? 5% 0, se puede eliminar la incégnita z, de todas las

ecuaciones, comenzando desde la (n -+ 1)-ésima.

Se debe advertir, que la forma «triangular» del sistema de ecua-
ciones (7), o la forma «trapezoidal» del sistema de ecuaciones (6)
(para k << n), se obtuvo debido a la suposicién de que los coeficien-
tes a4y, @g, elc., ete, eran diferentes de cero. En el caso general, el
sistema de ecuaciones a que llegaremos después de realizar hasta el
fin el proceso de eliminacion de las incégnitas, tomard una forma
triangular o trapezoidal sélo después de un cambio debido de la
numeracion de las incognitas.

Haciendo un resumen de todo lo expuesto anteriormente, llegamos
a la conclusion de que el método de Gauss se puede aplicar a cualguier
sistema de ecuaciones lineales. Ademds, el sistema serd incompati-
ble, si en el proceso de las transformaciones obienemos una ecuacién en
la que los coeficientes de las incdgnitas son iguales a cero, mientras
que el término independiente es diferente de cero; si ne nos encontra-
mos con lal ecuacion, el sistema serd compatible, Un sistema compa-
tible de ecuaciones es delerminado, si se reduce a la forma triangu-
lar (7), e indeterminado, si se reduce a la forma trapezoidal (6) sicndo
k< n.

Apliquemos lo expuesto al caso de un sistema de ecnaciones linea-
les homogéneas, es decir, de ecuaciones, cuyos érininos independien-
tes son iguales a cero, Tal sislema siempre es compatible, puesto que
posee la solucion nula (U, U, . . ., 0). Supongamos que en el sistema
considerado, el nimero de ecuaciones es menor que el nimero de
incognitas. Lnlonces, este sistema no podra reducirse a la forma
triangular, puesto que en el proceso de transiormaciones por el méto-
do de Gauss, el niimero de ecuaciones del sistema solo puede dismi-
nuir pero no aumentar; por consiguiente, éste se reducird a la forma
trapezoidal, es decir, serd indeterminado.

En otras palabras: si en un sislema de ecuaciones lineales homo-
géneas, el miimero de ccuaciones es menor que el niimero de incognitas,
este sislema, adenids de la solucion nula, poscerd también soluciones
nge nulas, es decir, soluciones, en las gue los valores de cierlas incog-
nitas (o incluso de todas) serin diferentes de cero; habrd unae infinidad
de soluciones de éstas.

Para la resolucion prictica de un sistema de ecuaciones lineales
por ¢l método de Gauss, se debe escribir la matriz de los cocficientes
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del sistema v agregarle una columna formada por los términos inde-
pendientes, separada para mayor comodidad por una raya vertical,
Todas las transformaciones se deben efectuar con las filas de esta
matriz «ampliada».

Ejemplos. 1. Resolver el sistema

PR T T )
F—ag | drg— 2,
3ay—Org—rg— 20. I

Efecluemos las transiormaciones en la matriz ampliada del sistema:

1 2 a9 1 2 5 —9 1 2 5|9
(1 —1 a 2) R (U -3 -2 ll) = (U -3 =2 11)
3 -6 —1 25 0 =12 —16| 52 0 u -8 8

Por consiguiente, llegamos al siguicnte sistema de ecuaciones:

a2y} by —9,
—dzy— 22y 11,
— By 2 B,

que posee la solucion unica:
ry—2y Zo=—0, r3y-—1L

Por consiguiente, el sistema inicial es determinado.
2. Resolver el sistema

Ey—dry—Brg 0y 3,
iy g —3zy—Dry 1,
wy—Trg - 2rg=—= -0

Ty 200y —Yry = 2

Transformemos la malriz ampliada del sistema:

t —-5-8 1] 3 1 —5 8 11 3
3 1-3-5 1) _,[0 16 21 -8l -8} __
1 0-7 2|[-5 0 5 1 t|-8
0 11 20 -9 2 0 11 20 -9l 2
1 —5 —8 1| 3 1 -5 -8 1] 3
oo -8 o —29wo) _, [0 -89 0 20160
0 3 1 1]|-8 0 5 1t 1|-8
0 -89 0 —29]162 0o o o ol 2

Hemos llegado a un sistema que contiene la ecuacion 0—=2.
Por consiguiente, el sistema inicial es incompatible.
3. Resolver el sistema
dry -t xo—drg—ar, -0,
2ey+3rp 25—z, 0,
Ty —2rg—2ry | dz,==0,
Este es un sistema de ecuaciones homogéneas, donde el nimero de ccuacio-

nes es menor que el nimero de jncégnita‘s: por lo tanto, tiene que ser indetermi-
nado. Como todos los términos independientes son iguales a cero, vamos a trans-
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formar solamente la matriz de los coeficientes del sistema:

4 1 -3 —1 0 9 5 —13 0 2 0 -2
(2 3 1 -5) — (o 7 5 _11) =5 (0 7 5 —11).
1 -2 -2 3 1 -2 =2 3 1 -2 =2 3

Hemos oblenido el sistema de ecuaciones:

2r, —~ 2r,=0,
Trg--Srg— 11z, =0,
Ty —3dry—2ig4- 3z,=0, J

Cualquiera de las incignitas za y z,, se puede tomar como incdgnita independien-
te. Sea z, = w; entonces, de la primera ecuacion se deduce que x, = @; de la

. i p i
segunda ecuacién obtenemos, zy = +ai ¥y, por fin, de la tercera ecuacidn, z; =

3 . % i
= O Por lo tanto, la forma general de las soluciones del sistema de ecuacio-

nes Jdado es:

3 4
o & =, o

§ 2. Determinantes de segundo y tercer orden
a

El método de resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales,
expuesto en el pirrafo anterior, es muy sencillo y requiere la reali-
zacion de cdlenlos de un mismo tipo, que facilmente se efectiian en las
miquinas calculadoras. Sin embargo, su defecto esencial consiste
en que no da la posibilidad de formular las condiciones de compati-
bilidad o de determinabilidad de un sistema mediante sus coeficien-
tes y términos independientes. Por otra parle, incluso en el caso
de un sistema delerminado, con este mélodo no se pueden hallar
formulas para expresar la solucion del sistema medianle sus coefi-
cienles y términos independientes. Sin embargo, estos sistemas en-
cuentran aplicacidn en diversas cuestiones lebricas y, en particular,
en las invesligaciones geométri De aqui la necesidad de desarro-
Har la teoria de los sistemas de ecuaciones lineales con otros métodos
mis profundos. El caso general va a ser estudiado en el capitulo
siguiente, mientras que ¢l contenido del presente capitulo esti dedi-
cado al estudio de los sistemas determinados que lienen igual nimero
de ecuaciones y de incégnitas. Comenzaremos por los sistemas con
dos y lres incégnilas, ya estudiados en el dlgebra elemental.

Sea dado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas

A&y + aypry = by,
oyly 4 UgpTy = by,

(1)
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cuyos coeflicientes forman una matriz cuadrada de segundo orden

i & @)

@2y ftzg

Aplicando al sistema (1), el método de igualacién de los coeficientes
obtenemos:
(y4t0n — gaftag) &y = Dyttyn — @yaba,

(241flon — @y2@p) Tz = ayyby — byttay.
Supongamos que @y @y — dyalay = 0. Enlonces,

- len’ru—rI_!zbi P ayylg— byasy (3)

Iy = = .
P gy —aggan” BT ayggy —agnin

Sustituyendo en las ecuaciones (1) los valores oblenidos de las incog-
nitas, s facil comprobar que (3) es solucién del sistema (1); el proble-
ma de la unicidad de esta solucidon se estudiard en el §7.

El comiin denominador de los valores de las incognitas (3) esti
expresado sencillamente por los elementos de la matriz (2), o sea,
es precisamente igual al producto de los elementos de la diagonal
principal menos el produclo de los elementos de la segunda diagonal.
Este ntmero se llama determinante de la matriz (2). Se suele decir
que es un determinante de segundo orden, puesto que la matriz (2)
es de segundo orden. Para designar el delerminanle de la matriz (2),
se emplea la siguiente notacion: se escribe la matriz (2}, pero en lugar
de los parénlesis se ponen unas barras verlicales; de este modo

gy Oz
sy Heg = fiyyftay — @1allay. (4)
Ejemplos.
37
1) ‘1 4 =3.4—T.1=05;
2 L =2 | i 2)-3=11
) 3 5 =1.5—(—2)-0=

Es menester subrayar otra vez mas que, mientras la matriz repre-
senta una tabla de nimeros, el determinante es un nimero comple-
tamente determinado por la maltriz cuadrada. Sefialemos;que los
productos @ @y ¥ @y2az, se llaman términos del determinante de
segundo orden.

Los numeradores de las expresiones (3) tienen la misma forma
que el denominador, o sea, también son determinantes de segundo
orden: el numerador de la expresién para z; es el determinante de
una matriz, que se obtiene de la matriz (2) sustituyendolsu primera
columna por la columna de los términos independientes del sistema
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(1); el numerador de la expresién para z;, es el determinante de una
matriz, que se obtiene de la matriz (2) por la misma sustitucién de su
segunda columna. Las férmulas (3) se pueden escribir ahora en la

forma siguiente:
by agp ay by
by a gy b
I =2 al pp= o2t V2l (5)

ayg ag |’ ayy agn
gy g3 31 @3

Esta regla de resolucion de un sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incégnitas (denominada regla de Cramer) se expresa del modo
siguiente:

Si el determinante (4) de los coeficientes del sistema de ecuaciones
(1) es diferente de cero, la solucién del sistema (1) se obtiene tomando
por valores de las incignitas las fracciones, cuyo cormin denominador
es el determinante (4) y cuyo numerador, para la incégnitazx, (i =1, 2),
es el determinante que se obliene sustituyendo en el delerminante (4)
la columna i-ésima (o sea, la columna de los coeficientes de la incdgnita
buscada) por la columna de los términos independientes del siste-
ma (1)*.

Ejemplo. Resolver el sistema

2ry fap=T
Ty— 3= —2.

El determinante de los coeficientes es

=—=T

2 1
‘f"J 1 -3

es decir, éste es diferente de cero, por lo cual, se puede aplicar Ya regla de Cra-
mer al sistema. . . .
Los numeradores para las incégnitas son los determinantes:

701 i 2 7
h=| _o g|==18 dp=|] _,|=—1L
Por 1o tanto, la solucidn de nuestro sistema es:
ppac i AN, e AL
LR RE - U TR 2

La introduccién de los determinantes de segundo orden no aporta
simplificaciones esenciales en la resolucion de un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incégnitas. Sin embargo, los métodos
andlogos para el caso de sistermas de ires ecuaciones lineales con tres

* En este enunciado, para abreviar, se habla a@e Ia sustitucion de las
columnas «en el determinantes. A continuacién, =e va a hablar de un modo seme-
jante, si resulta conveniente, de las filis y columnas del determinante, de sus
elementos, diagonales, ete.

2%
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inc6gnitas resultan ya practicamente Wtiles. Sea dado un sistema
ATy ATy + agazs = by,
U4y + Aoy - a3 = bay (6)
Q32+ AzpTn + Q3373 = Dy
con la matriz de los coeficientes
gy gy 43
By flog foz |, (7

I3y M3z (a3

Facilmente se comprueba que, si multiplicamos ambos miembros
de la primera de las ecuaciones (6) por @z»235 — @23l3s2, ambos miem-
bros de la segunda ecuaciéon por @ slgs — @y233, ambos miembros

bt

Fig 1.

+

de la tercera ecuacién por @yadzs — @3lsz, ¥ después sumamos estas
tres ecuaciones, los coeficientes de z, y z; resultarin iguales a cero,
es decir, que estas incGgnitas se eliminardn simultineamente. De este
modo, obtenemos la igualdad

(244832055 + @1alaglay + Ayaltaylyy — Eiylanltyy — Qyalaylyy — Qygitasty) Ty =
= byagyttzy + G1aa3bs -+ @1abalan — A (305003 — aabytsy — Dyasgazs.  (8)
El coeficiente de x, en esta igualdad se llama determinante de
tercer orden, correspondiente a la matriz (7). Para escribirlo, se

emplean los mismos simbolos que en el caso de los determinantes de
segundo orden; por lo tanto,

agy fgp 43
Qpy Qgp fpz | = Qy3lanlys |- A1alastay —+ Qiaftnsfizz —
gy gz (a3 — Q433 — Qqalaydag — Qqyazys 9

A pesar de que la expresién del determinante de tercer orden es
bastante complicada, la ley de su formacién con los elementos de la
matriz (7) es muy sencilla. En efecto, uno de los tres términos del
determinante que figuran en la expresién (9) con el signo mas es el
producto de los elementos de la diagonal principal; cada uno de los
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otros dos, es el producto de los elementos situados en la paralela
a esta diagonal, por el elemento situado en el dngulo opuesto de la
matriz. Los términos que figuran en (9) con signo menos, se forman
del mismo modo, pero con respecto a la segunda diagonal. De este
modo, obtenemos un método de calculo de los determinantes de ter-
cer orden, que conduce (lteniendo cierta prictica) a un ripido resul-
tado. En la fig. 1, en el esquema de la izquierda, se sefiala la regla
para el cilculo de los términos positivos del determinante de tercer
orden, y en el de la derecha, la regla para el cilculo de sus términos
negativos.

Ejemplos.
212
1) | —431|=2.3.54+1-1-242.(—4).3—
235 —2.3-2—1-(—4)-5—-2-1.3=
=30+42—24—12+20—6=10.
1 0 —5
2)| —2 3 2|=1.3040244(=5-(—2)-(—2) —
29 —2 0 —(—931-0(—2).0—-1.2.(—2) =

= —20+1544=—1.

El segundo miembro de la igualdad (8) es también un determinan-
te de tercer orden: es precisamente el determinante de la matriz
que se obliene de la matriz (7), susliluyendo su primera columna por
la columna de los términos independientes del sistema (G). Si desig-
namos con la letra d el delerminante (9) y con el simbolo d; (j =
=1, 2, 3), el delerminanie que se obliene de este wiltimo, al susli-
tuir su j-ésima columna por la columna de los términos independien-
tes del sistema (6), la igualdad (8) toma la forma day = d,, de don-
de, para d == 0, se deduce que

Xy = g (10)

Del mismo modo, multiplicando las ecuaciones (6) por los nime"
T0S  lypgy@yy — Goylyy, Qulzz — @430y, Gyl — dyy@2y, Tespecliva™
mente, obtenemos para rp la siguiente expresién (siendo == 0)F

s

P (11)

Finalmente, multiplicando eslas ceuaciones por a,ag. — asay,,
Qyallyy — Oqylgg, dy@95 — Oq282y, respeclivamente, llegamos a la
siguiente expresion para

d
Ty==—3 |

(12)
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Sustituyendo las expresiones (10), (11) y (12) en la ecuacidén (6)
(se sobrentiende que los determinantes d y todos los d; estian escritos
en forma desarrollada), después de unos calculos bastante complica-
dos, pero asequibles, vemos que se satisfacen todas eslas ecuaciones,
es decir, que los nimeros (10) (11) y (12) son la solucién del sistema.
Por lo tanto, si el determinante de los coeficientes de un sistema de
tres ecuaciones lineales con tres incignitas es diferente de cero, su
solucién se puede hallar por la regla de Cramer, formulada igualmente
que en el caso de un sistema de dos ecuaciones. Enel §7, el lector halla-
ri, para un caso mds general, otra demostracion de esta afirmacion
{que no se basa en los cdleulos omilidos), y también la demostracion
de la unicidad de la solucién (10) (11) y (12) del sistema (6).

Ejemplo. Resolver el sistema

2ry—zp =0,
3zry |- 229—Sxg3=1,
4 | drg—2r3=4.

El determinante de los coeficientes del sistema es diferente de cero:

2 -1 1
d=|3 2 -5 |=28,
1 3 -2

por eso, se le puede aplicar la regla de Cramer. Los numeradores para las
incognitas son los determinantes

0-—-1 1 20 1
dy=|1 2 =5|=13, dy=|3 1 =5 |=47,
i % 2 14 -2
2-10
dz=3 21 |=21,
1 34
o sea, que la solucién del sistema es el sistema de nimeros
13 47 21 3
I:=2—8‘ Iﬁz‘z‘g. 13=2—8=T.

§ 3. Permutaciones y sustituciones

Para definir y estudiar los determinantes de orden n, necesitamos
unos cuantos conceptos y datos referentes a los conjuntos finitos.
Sea dado un conjunto finito M, compuesto de n elementos. Estos se
pueden numerar, empleando para ello los primeros n niimeros natura-
les 1, 2, ..., n. Como en las cuestiones que nos interesan, las pro-
piedades individuales de los elementos del conjunte M no van
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a jugar ningin papel, supondremos simplemente que los mismos nime-
ros 1, 2, .. ., n, representan a los elementos del conjunto M.

Ademas de la ordenacion normal de los niimeros 1, 2, .. ., n,
éstos pueden ser ordenados de muches modos. Asi, los nimeros,
1, 2, 3, 4 se pueden ordenar también de los modos siguientes: 3,1,
2, 4, 0 bien, 2, 4,1, 3, ete. Toda disposicién de los niimeros1, 2, ... ,n
en un orden determinado, se llama permutacién de n nimeros
(o de n simbolos).

El niimero de permutaciones diversas de n simbolos es igual al
producto 1-2 . .. n, designado por n! (se lee: «factorial de n»).
En efecto, la forma general de una permutacién de r simbolos es
iy, igy . .., iy, donde cada uno de los simbolos i; representa uno de
los nimeros 1, 2, ..., n;ademas, ninguno de estos nliimeros se repite.
En calidad de iy se puede tomar cualquiera de los niimeros 1, 2, . . ., n;
esto ofrece n diferentes posibilidades. Sin embargo, si se ha elegido
ya iy, en calidad de i, se puede tomar solamente uno de los n—1
nlimeros restantes, es decis, que el niimero de modos de eleccién de los
simbolos iy y i, es igual al producto n (n — 1), ete.

Por lo tanto, el nimero de permutaciones de n simbolos, para
n = 2, es igual a 2] = 2 (las permulaciones 12 y 21; en los ejemplos
donde n < 9, no separaremos con comas los simbolos que se per-
mutan); para n = 3, esle numero es igual a 3! = 6, para n = 4,
es igual a 4! = 24. A conlinuacién, con el aumento de n, el nimero
de permutaciones crece extraordinariamente; asi, para n = 5, es
igual a 8! = 120, y para n = 10, es ya igual a 3 628 800.

5i en una permutacion cambiamos de lugar dos simbolos cualesquie-
ra (no necesariamente situados uno al lado del otro), permaneciendo
todos los demds en sus sitios, obtenemos, evidenlemente, una nueva
permutacion. lista transformacion de la permutacion se denomina
trasposicion,

Todas las nl permutaciones de n simbolos se pueden colocar en un
orden tal, que cada permuiacion siguiente se oblenga de la anterior
mediante una trasposicion, pudiendo ademds comenzar por eualquiera
de ellas.

Esta afirmacion es justa para n = 2: si se pide empezar por la
permulacion 12, la disposicion buscada es 12, 21; si se pide empezar
por la permutacion 21, la disposicién es 21, 12, Supongamos, que
nuestra afirmacion ya esta demostrada para n — 1, y que queremos
demostrarla para n. Supongamos, ademds, que tenemos que comen-
zar con la permulacion

Iy; doyean b (n
Consideremos todas las permutaciones de » simbolos en las que i; ocu-

pa el primer lugar. En total, resultan (r — 1)! permulaciones.
Segin la tesis del teorema, éstas pueden ser ordenadas del modo indi-
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cado y, ademds, comenzando por la permutacion (1), puesto que, en
realidad, esto se reduce a la ordemacion de todas las permutaciones
de n — 1 simbolos y, por la suposicion inductiva, se puede comenzar
por cualquier permutaciéon y, en particular, por la permulacion
fn, .. ., ip. En la Gltima de las permutaciones de 7 simbolos obleni-
das de este modo, efecluamos una trasposicion del simbolo i; con
cualquier otro simbolo, por ejemplo, con i,, ¥ comenzando con la
permutacion nueva oblenida, ordenamos del modo necesario todas
las permutaciones en las que i, ocupa el primer lugar, ete. Iis evidente,
que de este modo se pueden obtener todas las permulaciones de r
simbolos.

De este teorema se deduce que de cualquier permutacion de n sim-
bolos se puede pasar a cualquier otra permutacién de los mismos sim-
bolos, mediante unas cuantus trasposicivnes.

Se dice que, en una permutacion dada, fos nimeros { y j forman
una inversion, si ¢ = j, pero en esfta permutacion, { estd antes que j.
Una permulacién se llama par, si sus simbolos forman un nimero
par de inversiones, e impar, en el caso contrario. Asi, la permutacién
1, 2, ..., nes par para cualquier n, pucslo que en ella el nimero
de inversiones es igual a cero. La permutacién 451362 (n = 0) con-
tiene 8 inversiones y, por consiguienle, es par; la permulacién
38524671 (n = 8) contiene 15 inversiones y, por consiguiente, es
impar.

Toda trasposicion cambia la paridad de la permutacién.

Para demostrar eslte importanle teorema, consideremos primero
el caso en que los simbolos i y j que se Lrasponen eslén uno al lado
del oiro, es decir, que la permutacion tiene la forma..., i, f, .. .,
donde los puntos sustituyen a los simbolos que no se alteran con la
trasposicion. La trasposicion convierle a nueslra permulacion en la
permulacion..., j, [, .. .; se comprende, ademas, que en ambas per-
mutaciones, cada uno de los simbolos i, j, forma unas mismas inver-
siones con los simbolos que =e mantienen en el sitio. Si anles los
simbolos i y j no formaban inversion, en la nueva permutacién apare-
ce una nueva inversion, o sea, el numere de inversiones aumenla en
una unidad; si antes los simbolos i ¥ j formaban inversion, ésta ahora
desaparece, o sea, el nimero de inversiones disminuye en una unidad.
En ambos casos, cambia la paridad de la permutacion.

Supongamos ahora, que entre los simbolos { y j que se trasponen
hay intercalados s simbolos, s = 0, es decir, que la permulacion
tiene la forma

sens Fe RisiRmeapas kg J5 vy (2)

Se puede obtener la trasposicion de los simbolos i y j como resultado
de la ejecucion consecutiva de 2s - 1 trasposiciones de elementos
vecinos. Estas son, precisamente, las trasposiciones que permutan
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los simbolos i y %y, a continuacién, i (que ya ocupa el lugar del sim-
bolo k) ¥ ks, etc, hasta que i llegue a ocupar el lugar del simbolo k,.
Después de estas s trasposiciones viene la trasposicién que permuta
los simbolos i ¥ j, y luego, s trasposiciones del simbolo j con todos
los #, a consecuencia de lo cual j ocupa el lugar del simbolo i, mientras
que los simbolos % wvuelven a sus lugares antiguos. Por lo tanto, la
paridad de la permutacién fue cambiada un nimero impar de veces,
¥ por esto, la permutacién (2} y

i f‘t kl' k'.’.r LR }1'351 S (3)

tienen diferente paridad.
Para n > 2, el nimero de permutacienes pares de n simbolos es

i , . " ; 4 1
igual al niimero de permutaciones impares, es decir, es igual a 5 nl

En efecto, basindonos en lo demostrado anteriormente, ordenemos
todas las permutaciones de n simbolos de tal modo, que cada una de
ellas se obtenga de la anterior mediante una trasposicion. Las per-
mutaciones vecinas tendrin enlonces paridad contraria, es decir, las
permulaciones estaran colocadas de tal manera, que las permutacio-
nes pares e impares se alternardn. Nuestra afirmacion se deduce ahora
de la observacidn evidenle que para r == 2, el mimero n! es par.

Introduzcamos ahora un nueve conceplo, el de sustitueién de
grado n. Escribamos, una debajo de otra, dos permutaciones de n
simbolos, colocando enlre paréntesis las dos filas obtenidas; por

cjemplo, para n = O:
35142 .
5234 1) ' (4)

Iin este ejemplo*, bajo el niimero 3 figura el niimero 5, bajo el nime-
ro 9, el nimero 2, ete. Diremos que el nimero 3 se sustituye por el 5
(o también, que la sustitucion transporta el 3 sobre el 5); el nitmero 5,
por el 2; el nimere 1, por el 3; niimero 4, por el 4 (0 que se queda
en el sitio); y, por [in, el ndmero 2, por el 1. Por lo tanto, dos permu-
taciones, escritas una bajo la otra en la forma (4), delerminan una
aplicacion biyectiva** del conjunio de los primeros cinco nimeros

* Por su aspecto, se parece a una malriz de des filas v 5 columnas, pero

tiene un signilicado totalmente distinto.
A continuacidn se empleard [recuentemente la siguiente terminologia,

admitida en la teoria de conjuntos.

Sean dados dos conjuntos M y N (finitos o infinitos) de elementos de cual-
quier naturaleza.

31 de un modo determinado, a cada elemento = de M (con la notacién
z € M se denota que el elemento z pertenece a M) se pone en correspondencia
un elemento y de & {y € N), ¥ s6lo uno, se dice que sc ha definide una apli-
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naturales sobre si mismo, es decir, una aplicaciéon que, a cada uno
de los niimeros naturales 1, 2, 3, 4, 5, pone en correspondencia uno
de eslos mismos nimeros naturales, y que, a diversos nimeros pona
en correspondencia nimeros diferentes. Como en tolal hay cinco
nimeros de éstos, o sea, es un conjunto finito, a cada une de estos
nameros correspondera uno de los nameros 1, 2, 3, 4, 5, es decir,
precisamente ¢l nimero por el que «se sustituyens.

Esta elaro, que la aplicacién biyectiva del conjunto de los cinco
primeros numeros nalurales que hemos obtenido mediante (4), se
podria haber oblenido también escribiendo, una bajo la otra, otros
pares de permulaciones de los cinco simbolos. Estas expresiones se
obtienen de (4) mediante unas cuantas Lrasposiciones de las columnas;
tales son, por ejemplo,

('2-'1:._34' 15243 25143 s
.1:;254)' 32145/ (12345} )
En todas estas expresiones, 3 se sustiluye por 5, 5 por 2, elc.

De modo anilogo, dos permutaciones de n simbolos, escritas una
bajo la otra, determinan una aplicacion biyectiva del conjunto de los
primeros 7 niimeros naturales sobre si mismo. Toda aplicacién biyecti-
va A del conjunto de los primeros # nimeros naturales sobre si mismo,

se llama sustitucién de grado n. Es evidente, que toda sustitucién A
se puede expresar mediante dos permutaciones, escritas una bajo la

olra
PR
A:(’ ok (©)

Cigy Chigy - -« iy

aqui, mediante &; se denota el nimero que en la sustitucién A susti-
tuye al nimero i, i =1, 2, ..., n.

La sustitucién A posee una multitud de expresiones de la forma
(6). Asi, pues, (4) y (D) son diversas expresiones de una misma susti-
tucion de 5° grado.

Se puede pasar de una expresion de la suslitucion 4 a otra, reali-
zando unas cuantas trasposiciones de las columnas. También se puede
obtener una expresion de la forma (6), en la que figure, en la fila
superior (o inferior), una permutacién preflijada de n simbolos. En

cacién (o una representacion) de M en . El elemento y se llama en este caso
imagen o representacién de z. .

Si todo elemento de & es imagen de al menos un elemento de M, se dice que
se tiene una aplicacién de M sobre N (pudiendo ser pluriunivoca, cuando varios
elementos de A tienen una misma imagen). En este caso, la aplicacién se llama
exhaustiva (o sobreyectiva). Si distintos elementos de M tienen distintas ima-

enes, la aplicacion es inyectiva, Una aplicacién exhaustiva e inyectiva se llama

iyectiva (también suele decirse que entre M v NV se ha establecido una corres-
pondencia biunivoca). En este caso, cada elemento y € ¥ es imagen de un
s6lo elemento z ¢ M. (Nota del T.).
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particular, toda sustitucion A de grado n se puede expresar en la

forma
i S~ R
A= [ ’ (N

R ]

o sea, con la ordenacién natural de los nimeros en la fila superior.
Escribiéndolas de este modo, las diversas sustituciones se diferen-
ciaran unas de otras por las permutaciones que figuran en las filas
inferiores, con lo que llegamos a la conclusién de que el ndmero
de sustituciones de grado n es igual al nimere de permutaciones de n
simbolos, es decir, es igual a n!.

Un ejemplo de suslilucidén de grado n es la sustitucién unidad

{0 idéntica)
B 02 s u)
“Wa2.n)

en la que todos los simbolos permanecen en su sitio.

Sefnalemos que, en la expresion (6) de la sustitucion A, las filas
superior e inferior desempeiian papeles diferentes y que, por lo gene-
ral, cambidndolas de sitio, obtenemos una sustilucion diferente. Asi
pues, las sustituciones de 4° grado

2ol & 4312

(4312)’ (2143)
son distintas: en la primera, el nimero 2 se sustituye por el 4, mientras
que en la segunda, por el 3.

Tomemos una expresion arbitraria (6) de una sustitucion A de gra-
do n. Las permutaciones que forman las filas superior e inferior de
esla expresion pueden ser de igual paridad o de paridad conlraria.
Como ya sabemos, el paso a cualquier olra expresion de la sustitneion
A se puede realizar mediante la ejecucidén conseculiva de unas
cuantas lrasposiciones en la fila superior y las trasposiciones corres-
pondientes en la fila inferior. Por otra parte, al efectuar una traspo-
sicion en la fila superior de la expresion (6) y una trasposicién de los
elementos correspondientes en la fila inferior, las paridades de ambas
permutaciones cambian simultineamenle, manleniéndose asi la
coincidencia o la contrariedad de eslas paridades. De aqui se deduce
que, en todas las expresiones de la sustitucion, las paridades de las filas
superior e inferior coinciden, o bien, en todas estas expresiones, las
paridades son contrarias. Iin el primer caso, se dice que la sustitucion 4
es par, en el segundo, que es impar. En particular, la suslitucion
unidad es par.

Si la sustitucion 4 esta escrita en la forma (7), es decir, que en la
fila superior figura la permutacién par 1, 2, . . ., r, entonces, la paridad
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de la sustitucion A se determinard por la paridad de la permutacién
%y, Gay - . ., Oy que figura en la fila inferior. De esto se deduce que
el nimero de las permutaciones pares de grado n es iguel al nimero
de las impares, es decir, es igual a % nl,

A la deflinicion de la paridad de las sustituciones se le puede dar
otra forma un poco diferente. Si en la expresién (G), las paridades
de ambas filas coinciden, el niimero de inversiones, o es par en ambas
filas, o es impar en las dos, es decir, el nimero tolal de inversiones
en las dos filas de la expresién (6) es par; si las paridades de las filas
de la expresion (6) son contrarias, el nimero total de inversiones en
estas dos filas es impar. Por lo tanto, la susiitucion A serd par, si
el nimero lolal de inversiones en las dos filus de cualguiera de sus
expresiones es par, e impar, en el caso conlrario.

Ejemplo. Sea dada la sustitucion de quinto grado
31452
(2 h43 i)
En la fila superior hay 4 inversiones y en la inferior 7. El ndmero total
de inversiones en las dos filas es igual a 11 y, por consiguiente, la sustitucidn

es impar. o
Escribamos esta sustitucion en la forma

12345

(5 124 3) '
Ll niimero de inversiones en la fila superior es 0 y en Ia inferior es 5, s decir,
el niimero total de inversiones es de nuevo impar. Vemos, pues. que en diversas
expresiones de la sustitucion se conserva la paridad, pero no el mismo nimero
total de inversiones.

Queremos seitalar ahora otras formas de definicién de la paridad
de las sustituciones gue son equivalenles a las expuestas anterior-
mente*, Para este fin, defliniremos el producio de sustituciones (que
es también de particular interés). Como ya sabemos, la suslitucion
de grado n es una aplicacién biyectiva del conjunto de los niimeros
1, 2, ..., n, sobre si mismo. El resultado de la realizacién conse-
cutiva de dos aplicaciones biyectivas del conjunto 1, 2, ..., r
sobre si mismo es, evidenlemenle, una nueva aplicaciéon biyectiva
de esle conjunto sobre si mismo, es decir, la realizacion consecutiva
de dos susliluciones de grado n da lugar a otra sustilucién tercera
de grado n, absolutamenle determinada. Esta Gllima se llama pro-
ducto de la primera de las sustituciones dadas por la segunda. Asi,
sean dadas las sustituciones de cuarlo grado

-'1234) L (1234
3(3142 ' j=(1342)'

* Estas se necesitarin solamente en el capitulo 14 y por esto, en la pri-
mera lectura, este material se puede omitir.
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cntonces
123 4)

A= (4 123
En efecto, en la sustitucidon A el simbolo 1 se sustituye por el 3,
pero en la sustitucién B el simbolo 3 se sustituye por el 4, por lo
tanto, en la sustitucion AB el simbolo 1 se sustituye por el 4, etc.
Solamente se pueden mulliplicar las sustiluciones de un mismo
grado. Para n > 3, el producto de las sustituciones de grado n no es
conmutativo. En efeclo, para las sustituciones A y B consideradas
anteriormente, el producto B4 tiene la forma

oA (1234
‘=(3421)

0 sea, la sustitucion B4 es diferente de la sustitucién AB. Para todas
las n (rn 2> 3) se pueden mostrar ejemplos de este tipo, a pesar de que
para algunos pares de sustiluciones se pueda cumplir eventualmente
la ley conmutativa,

El producto de las sustiluciones es asociativo, es decir, que se pue-
de hablar del producto de un ndmero finito cualquiera de sustitucio-
nes de grado », tomados (en vista de que no se cumple la ley con-
mulativa) en un orden determinado. En efecto, sean dadas las susti-
tuciones A4, B y €. Supongamos que en la sustitucion 4 el simbolo
iy, 1 < iy < n se sustituye por el simbolo iy; en la sustitucién B,
el simbolo i, se sustiluye por el simbole i, y en la sustitucidn €, este
ultimo se sustituye por el simbolo #;. Entonces, en la sustitucién A58,
el simbolo iy se sustituird por el i3, en la sustitucion BC, el simbolo
iz se sustituird por el i,. Por consiguiente, en la sustitucion (4 8)C,
asi como en la suslitucion 4 (BC), el simbolo i, se suslituird por el
simbolo i,.

IBs evidente, que el producto de cualquier sustitucion A por la
sustitucion unidad E, y también ¢l producto de E por A, son iguales
a A:

AE=EA = A.

Iinalmente, denominaremos inverse de la sustitucién A a una
sustitucion del mismo grado A1, que cumpla las condiciones

AAT =414 = E.

Ficilmente se observa que la inversa de la sustitucién

(1 2 n)
A=
oy oy 22
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es la sustitucion

oty Oy L. T
-1
e (1 2 ...n ,)‘

que se obtienc de la suslilucidon 4, permulando la lila superior con
la inferior.

Veamos ahora unas suslituciones de una forma especial, que se
obtienen de la sustitucion unidad E mediante una trasposicion
efectuada en su fila inferior. Tales sustituciones son impares, se
llaman trasposiciones y tienen la forma:

...E‘..._]'.... ‘ [8)

SSS: EPIO; SO,
donde los punlos suspensives sustituyen a los simbolos que perma-
necen en su sitio. Convengamos en designar esta trasposicion con
la notacion (i, j). La aplicacién de la trasposicién de los simbolos
i, j a la fila inferior de la expresion (7) de una sustitucidn arbitraria
A, es equivalente a multiplicar la sustitucién 4 a la derecha por la
sustitucion {(8), es decir, por (i, j). Ya sabemos que todas las permu-
taciones de » simbolos se pueden obtener de una de ellas, por ejem-
plo, de la permutacién 1, 2, . . ., n, realizando trasposiciones con-
seculivas; por eso, toda sustitucion se puede obtener de la sustitucion
idéntica mediante la realizacién sucesiva de unas cuantas trasposi-
ciones en la fila inferior, es decir, mediante una multiplicacién
sucesiva por sustituciones de la forma (6). Por consiguiente, se puede
afirmar (omitiendo el factor E), que foda sustitucién se puede repre-
sentar en forma de un producto de trasposiciones.

Toda sustitucién se puede descomponer de muchas maneras di-
versas en un producto de trasposiciones. Por ejemplo, siempre se
pueden agregar dos factores iguales de la forma (i, j) (i, j) que, al
multiplicarlos, dardn las sustitucion E, es decir, que se eliminan
mutuamente. Seiialemos un ejemplo menos trivial:

12345
(25431

El nuevo método de determinacion de la paridad de una susti-
tucion se basa en el teorema siguiente:

En todas las descomposiciones de una sustitucién en produclo de
trasposiciones, la paridad del nimero de estas trasposiciones es la
misma, y coincide con la paridad de la sustitucién misma.

Asi, la sustitucién del ejemplo considerado anleriormente es
impar, como se puede comprobar calculando el niimero de inversiones.

El teorema quedard demostrado si se muestra que el producto
de cualesquicra k trasposiciones es una sustitucién, cuya paridad

) = (12) (15) (34) = (14) (24) (45) (34) (13).
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coincide con la paridad del niimero k. Para k = 1 esto es cierto, puesto
que una trasposicion es una sustilucion impar. Supongamos que ya
esld demosirada nuestra alirmacién para el caso de & — 1 factores.
Entonces, su validez para & faclores se deducird de que los nimeros
k& — 1 y & son de paridad contraria, y el producto de una sustituciéon
(en el caso considerado, del producto de los primeros & — 1 factores)
por una lrasposicion es equivalente a la realizacion de esta traspo-
sicidn en la fila inferior de la sustitucidn, es decir, cambia su paridad,

Un método muy comodo de expresion de las sustituciones, que permite
hallar [deilmente su paridad, es la descomposicidn en ciclos. Toda sustitucidén
de grado n puede dejar en el sitio algunos de los simboloes 1, 2, ..., n, otros, ver-
daderamente los puede transportar,

Una sustitueién se llama sustitycién circular o ciclo si al repetitia un
nimere suficiente de veces, cada uno de los simbolos que verdaderamente se
transpertan puede ser Lransportado sobre cualquiera otro de estos simbolos.
Tal es, por ejemplo, la sustitucion de octave grado

(l 2345678y,
lsﬁaaz?ﬂ‘

ésta verdaderamente transporta los simbolos 2, 3, 6 y 8, a saber, el simbolo
2 sobre el 8, el simbolo & sobre el 3, el simbolo 3 sobre ¢l 6 y el simbolo ¢ de
nuevo sobre el 2.

Todas las trasposiciones pertenecen al conjunte de los ciclos. Por analogia
con la forma abreviada de expresion de las trasposiciones que se habia empleado
anteriormente, para los ciclos se usa la siguiente forma de expresion: los sim-
holos que verdaderamente =on transportados se escriben entre paréntesis uno
tras otro, en el mismo orden en que se sustituyen unos por otros al repetir la
sustitucion; la expresién comienza por cualquiera de los simbolos que verdadera-
mente = transportan y termina con el simbolo que se transporta sobre el pri-
mero. Asi, para el ejemplo indicado anteriormente, esta expresién ticne la forma:

(2 8 3 6).

El niimero de simholos que verdaderamente son transportados en el ciclo se
llama longitud del mismo.

Se dice que dos ciclos de grado n son independientes, si no tienen simbolos
comumnes que verdaderamente sean transportados. Se comprende que, al multi-
plicar ciclos independientes, el orden de los factores no influye en el resultado.

Toda sustitucidn se puede descomponer de modo dnico en un producte de
ciclos independientes dos a dos. La demostracidn de esta afirmacion no represen-
ta dificultad alguna y la omitimos. La descomposicién se realiza del modo
siguiente: comenzamos por cualquiera de los simbolos que verdaderamente se
transportan y escribimos tras ¢l aguellos simbolos sobre los que éste so transporta
al repetir la snstitucidn. Continuamos asi, hasta que volvamos a obtener el sim-
bolo inicial. Después de que «se cierres este ciclo, comenzamos con uno de los
simbolos que quedan y que verdaderamente sg transportan, obleniendo asi el
segunde ciclo, ete.

Ejemplos
12345y N

1 [3 £l dJ--(13)(JA4L
12345678 :

2) [5 e et 3) — (156) (38) (A7)
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Reciprocamente, para cada sustitucién, dada mediante su descomposicion
en ciclos independientes, se puede hallar una expresion en la forma ordinaria
{con la condieion de que se conozea el grado de la sustitucién). Por ejemplo:

123456?)
3175462)°"

si se sabe que el grado de esta sustitucidn es igual a 7.

Sea dada una sustitucidn de grado r, y sea sel nimero de ciclos independien-
tes en su descomposicidn, més el nimero de simbolos que permanecen en su
sitio*. La diferencia n-s se llama decremento do la sustitucién. Es evidente, que
el decremento es igual al nimero de los simbolos que verdaderamente se trans-
portan, menos el nimero de ciclos independientes que forman parte de la descom-
posicién de la sustitucion. Para los ejemplos 1), 2) y 3), considerados anterior-
mente, ¢l decremento es igual a 3, 4, ¥ 4, respectivamente.

La paridad de wna sustitucién coincide con la paridad del decremenio de ella.

Iin efecto, todo ciclo de longitud & se puede representar en forma de un
producto de & —1 trasposiciones del modo siguiente:

(igy foe wewy i) =iy @) (igy i) -« (igp Tn)

Supongamos dada la descomposicion de la sustitucion A en ciclos independientes.
Si se descompone cada uno de los ciclos en el producto de las trasposiciones que
acabamos de indicar, obtendremos la expresion de la sustitucién A en forma de
un producto de trasposiciones. El niimero de estas trasposiciones serd, eviden-
temente, menor que el nimero de los simbolos que verdaderamente son trans-
portados por la sustitucién 4, en un nimero igual al nimero de los ciclos inde-
pendientes en la descomposicion de la sustitucion. De aqui se deduce. que la
sustitucion A se puede descomponer en un producto de trasposiciones, cuyo
nimero es igual a{] decremento. Por consiguiente, la paridad de la sustitucion
se determina por la paridad del decremento.

3) (1872) (45) — (

§ 4. Determinantes de n-ésimo orden

Queremos generalizar ahora para el caso de un n arbitrario, los
resultados obtenidos en el § 2 para n = 2 y 3. Con este fin, es nece-
sario definir los determinantes de n-ésimo orden. Sin embargo, es
imposible hacer esto del mismo modo que se introdujeron los deter-
minantes de segundo y tercer orden, es decir, resolviendo en forma
general un sistema de ecuaciones lineales, pues, a medida que aumen-
tase n, los cdlculos se harian méas y mds complicados, y siendo n
arbitrario, éstos serian pricticamente irrealizables. Procederemos de
otro modo. Examinaremos los determinantes de segundo y lercer orden
ya conocidos. Procuraremos establecer una ley general, de acuerdo
a la cual se expresan estos determinantes mediante los elementos
de las matrices correspondientes y tomaremos esta ley por deliniciéon
para. el determinante de orden n. Después demostraremos que con
esta definicion sigue cumpliéndose la regla de Cramer.

* A todo simbolo que se mantiene en su sitio se podia haber puesto en
enrrespondencia un «ciclos de longitud 1, es dreir, que en el ejemplo 2},
indicado anteriormente, se podria escribir: (156) (38) (47) (2). Sin embargo,
no procederemos de este modo.
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Recordemos las expresiones de los determinantes de segundo
y lercer orden:
ay ag

= (yflgp — Q00
gy G2z , e

Ay Gz Q43 |
Gy fpn oy | = (yylaalyy = Qyallaglyy |- Qg gy —
@3y @ap da T Ayatanliyy — yalag g — @y ltastiga.

Obsérvese que todo término del determinante de segundo orden
es un producto de dos elementos, situados en diversas filas y en diver-
sas columnas. Ademds, todos los productos de este Lipo que se pueden
formar con los elementos de la matriz de segundo orden (en total son
dos), se han utilizado como términos del determinante. De modo
semejante, todo término del determinante de tercer orden representa
un producto de tres elementos, tomados también uno a uno de cada
fila y de cada columna. Todos los productos de estos se ulilizan
también como términos del determinante.

Sea dada ahlora una matriz cuadrada de orden n

thyy Ay + o Qyn

flay fan ... (12,1 (l)

Tny tng « -4 Uy

Consideremos todos los productos posibles de n elementos de esta
matriz, situados en diferentes filas y en dilerentes columnas,
o sea, los productos de la forma
oy Ragg + o Qoay, [2)
donde los subindices ey, oo, ..., @, forman una de las permulaciones
de los nimeros 1, 2, . . ., n. El nimero de estos productos es igual
al nimero de las diversas permutaciones de n simbolos, es decir,
es igual a nl. Vamos a tomar todos estos produclos por términos del
futuro delerminante de n-ésimo orden, correspondiente a la maltriz (1).
Para determinar el signo con que figura el producto (2) en el
determinante, observemos que con los subindices de este producto
se puede formar la suslitucion

‘1 2 ...n 3
(oc, Oa oo, Cyf ' 3
donde i se suslituye por o;, si el elemenlo situado en la i-6sima fila
y en la a;-ésima columna de la matriz (1) forma parte del producto

(2). Examinando las expresiones de los determinantes de segundo
¥ lercer orden, observamos que en ellos figuran con signo mas los

3-252
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términos cuyos subindices forman una sustitucion par, y con signo
menos, Jos términos cuyos subindices forman una sustitucion impar.
Resulta natural conservar también esta ley en la definicion del deter-
minante de n-ésimo orden.

Por lo tanto, llegamos a la signienle definicion: se Nama deter-
minante de n-ésimo orden, correspondiente a la matriz (1), a la suma
algebraica de n! términos, constituida del modo siguiente: son térmi-
nos de ella todos los productos posibles de n elementos de la matriz,
tomados uno de cada fila v de cada columna, tomando el término
con signo mas, si sus subindices forman una svpslituciom par, y con
signo menos, en el caso conlrario.

Para escribir el determinante de r-ésimo orden correspondiente
a la matriz (1) se empleard la notacion que se usé en el caso de los
determinantes de segundo y tercer orden:

fyy (typ ... (g

oy fas ... Hogp | (-’l]

Apy Apo « o« gy

Los determinantes de n-ésimo orden, para n = 2 y n = 3, se
convierten en los determinantes de segundo vy tercer orden considera-
dos anteriormente; para n = 1, es decir, para las matrices consti-
tuidas de un solo elemento, el determinante es igual al elemento mis-
mo. Sin embargo, por ahora, todavia no sabemos si para n > 3 se
pueden utilizar los determinantes de n-ésimo orden para la resolucion
de sistemas de ecuaciones lineales. Esto se mostrard en el § 7; pero
previamente tenemos que estudiar detalladamente los determinantes
de n-ésimo orden y, en particular, tenemos que hallar un método
para su cileulo, puesto que seria muy dificil caleular los determi-
nantes partiendo de su definicién, incluso para n no muy grandes.

Ahora estableceremos las propiedades elementales de los deter-
minantes de n-ésimo orden, relativas fundamentalmente a una de las
dos cuestiones. Por una parte, nos interesarin las condiciones para
que el determinante sea igual a cero; por otra parte, seiialaremos unas
transformaciones de la matriz que no alteran a su determinante o que
proporcionan una alteracién de éste, ficilmente calculable.

Llamaremos transposicién de la matriz A a una transformacion
de la misma, segiin la cual sus filas se sustituyen por sus columnas
del mismo orden, es decir, el paso de la matriz (1) a la matriz

gy dop oo« Oy

a a ... <
12 a2 na (5)

8 @on + . g
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se puede decir que transponer la matriz (1) es hacerla girar alrede-
dor de la diagonal principal. Correspondientemente, se dice, que
el delerminante

@y oy oo py

Uyp g .- Qg (6)

| @in @ o . Opn

se obliene transponiendo el determinante (4).
Propiedad 1. E! determinante no varia al transponerlo.
En efecto, todo término del determinante (4) es de la forma

@y T2ap -+ + Tngpy (7)

donde los segundos subindices forman una permulacion de los simbolos
1, 2, ..., r. Pero, todos los factores del producto (7) se mantienen
también en el determinante (6) en diferentes filas y en diferentes
columnas, es decir, que {7) es también un término del determinante
transpueslo. Es evidente que lo reciproco también es justo, Por lo
tanto, los determinantes (4) y (6) estdn constituidos por los mismos
términos. El signo del término (7) en el determinante (4) se determina
por la paridad de la sustitucién

1 2 ...n
; (8)

Oy By ... Oy
en el determinante (6), los primeros subindices de los elementos
indican el ndimero de orden de la columna, mientras que los segundos

subindices indican el namero de orden de la fila. Por consiguiente,
en el delerminante (6) al término (7) corresponde la sustitucién

Ly Oy ... O
(1 1 . 2 R) ] (9}

“ .l
Por lo general, las sustituciones (8) y (9) son diferentes, pero, eviden-
temente, tienen una misma paridad y, por lo tanto, el término (7)
tiene un mismo signo en ambos determinantes. Por consiguiente, los
determinantes (4) y (6) representan sumas de términos ignales, Loma-

dos con signos iguales, ¢s decir, son iguales entre si.

De la propiedad 1 se deduce que cualquier afirmacion sobre las
filas del determinante es valida también para sus columnas y vicever-
sa, es decir, en el determinante (a distincién de las matrices), las
filas y las columnas gozan de los mismos derechos. Partiendo de esto,
las signientes ocho propiedades (2-9) se enunciarin y se demostraran

solamente para las filas del delerminante; las propiedades andlogas
para las columnas no necesitarin una demostracién especial.

ki
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Propiedad 2. Siuna de las filas del determinante estd conslituida
por ceros, el determinanle es igual a cero.

En efecto, supongamos yne todos los elemenlos de la i-ésima
fila del determinante son iguales a cero. Iin cada uno de los términos
del determinante liene gue estar incluido uno de los elementos de la
i-ésima fila, por lo cual, en nuestro caso, todos los términos del
delerminante son iguales a cero.

Propicdad 3. Si un determinante se obticne de otro permulando
dos filas, todos los términos del primer delerminante serdn términos
del segundo, pero con signos contraries, es decir, al permutar dos
fitas, el determinanite sile cambia de signo.

1En efecto, supongamos que en el determinante (4) se permutan
la i-ésima y la j-Gsima filas, i==j, ¥ que todas las demis filas se
mantienen en su sitio. Oblenemos el determinante

fyy s ... flyg ‘
iy @jn .. My | ()
= WA 8 R E % (10)

iy Gy - - Wi | {])

Uay W ST J
(al margen estin sefialados los nimeros de las filas). Si
Bloy @oag -« - fnag (it)

es un término del determinante (4), evidentemenle, todos sus faclo-
res se mantienen también en el determinante (10) en diferentes filas
y columnas. Por lo tanto, los determinantes (4) y (10) conslan de los
mismos términos. Bn el determinante (4) al término (11) le correspon-

dE la sustitucion
1 2 R QA n

Oy Olg oo Ghj oo i ou. Gy
mientras que en el determinante (10), la sustitueion

[f2d ot ony ()

Oy By oo B 0w O ... Oy

puesto que el elemento @i, por ejemplo, estd ahora en la j-ésima
fila, pero se mantiene en la a;-ésima columna anterior. Sin embargo,
la sustitucién (13) se obtiene de la sustitucion (12) mediante una
trasposicién en la fila superior, o sea, tiene paridad contraria. De
esto se deduce, que lodos los términos del determinante (4) forman
parte del determinante (10), pero con signos contrarios, es decir, los
determinantes (4) y (10) se dilerencian entre si solamente en el signo.
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Propiedad 4. Un determinante que tiene dos filas iguales es igual
a cero.

En efecto, supongamos que el valor del delerminante es igual
a d y que son iguales entre si los elementos correspondientes de su
i-ésima y j-6sima filas (i # j). En virtud de la propiedad 3, después
de permutar estas dos filas, el determinanle se hace igual a—d. Sin
embargo, como las filas que se permutan son iguales el determinante,
en realidad, no varia, o sea, d = —d; de donde d = 0.

Propiedad 5. Si se multiplican todos los elementos de une fila
del determinante por un nimere k, el mismo determinante queda
multiplicado por k.

Supongamos que se han multiplicado por % todos los elementos
de la i-ésima {ila. Cada término del determinante contiene exacta-
mente un elemento de la i-ésima fila. Por lo tanto, todo términc
adquiere el factor %, es decir, el mismo determinante queda multipli-
cado por k

Esta propiedad también se puede expresar asi: el factor comiin de
todos los elementos de una fila del determinante se puede sacar fuera
del signo de éste.

Propiedad 6. Un determinante que tiene dos filas proporcionales
es igual a cero.

Supongamos que los elementos de la j-ésima [ila del determinante
se diferencian de los clementos correspondientes de la i-ésima fila
(i 5% j) en un mismo factor k. Sacando este factor comin %k de la
j-ésima fila fuera del signo del (Ietcrmunntc obtenemos un deler-
minante con dos filas iguales. liste sera igual a cero, porla propie-
dad 4.

La propiedad 4, asi como la propiedad 2 para n = 1, son, eviden-
temente, casos particulares de la propiedad 6 (para kb =1 y & = U).

Propiedad 7. Si todos los elementos de la i-ésima fila de un deter-
minante de n-ésimo orden representan una sumae de dos sumandos:

ai;j=0;4e; f=1,..., n,

el delerminante es igual a la suma de dos determinantes, en los
que todas las filas, menos la i-ésima, coinciden con las del determinante
dado, mientras que la i-ésima fila de uno de los sumandos consta de
los elemenlos b; y la del olro, de los elementos ¢,

Todo término del determinante dado se puede representar de la
forma

Uta,@za, -+ Qigy -+ Qg =g 2, - - - (e, --:-ca‘,} e fng, =

- r
=@ia 20, . - b“‘; - d“"'n_"ai“;a:“z co Loy e ngy.

Rouniendo los primeros términos de estas sumas (con los mismos
signos que tenian los términos correspondientes en el determinante
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dado), obtenemos un delerminante de orden n, que solamente se
diferencia del dado, en que en la i-ésima fila, en lugar de los clemen-
tos a;;, figuran los elementos b;. Correspondientemente, los segundos
sumandos forman un determinante en cuya i-ésima fila figuran los
elementos ¢;. Por lo tanlo,

ity Tyn o.M | @y @y ... ey flyg Mys -« @iy
, ; .
by--ep bytoen o bpten |=| & b .oby || ey 2 oion |
My fpo .. g flyy Bug o ooy | Upy Qpo oo o Oy

La propiedad 7 se generaliza sin dificultad al caso en que todo
elemento de la i-ésima fila es una suma, no de dos, sino de m suman-
dos, m = 2.

Se dice que la i-ésima fila de un delerminante es combinacién
lineal de las demas filas, si para cada fila del nimero de orden j,
j=1,...,i—1,i-F1, ..., n se puede sefialar un namero k;
tal, que multiplicando la j-ésima fila por k; y agregando después
todas las filas, menos la i-ésima (la suma de las filas se debe entender
como la suma por separado de los elementos de todas estas filas en
cada columna), se obtiene la i-ésima fila. Algunos de los coeficientes
k; pueden ser iguales a cero, es decir, en realidad, la i-ésima fila
es combinacién lineal, no de todas, sino de algunas filas restantes.
En particular, si solamente uno de los coeficientes k; es diferente de
cero, obtenemos el caso de proporcionalidad de dos filas. Finalmente,
si una fila se compone totalmente de ceros, ésla siempre serda combi-
nacion lineal de las demis filas: caso en que todos los k; son iguales
a cero.

Propiedad 8. Si una de las filas del delerminante es combinacion
lineal de las demds, el delerminante es igual a cero.

Sea, por ejemplo, la i-ésima fila, combinacién lineal de las olras
s filas, 1 << s < »n — 1. Entonces, todo elemento de la i-ésima fila
serd una suma de s términos. Por lo tanlo, aplicando la propiedad 7,
representamos nuestro determinante en forma de una suma de deter-
minantes, en cada uno de los cuales la i-ésima fila serd proporcional
a una de las otras filas. Segiin la propiedad 6, todos estos determinan-
tes son iguales a cero; por consiguiente, también serd igual a cero
el determinante dado.

Esta propiedad es una generalizacion de la propiedad 6, y, como
se demostrard en el § 10, es el caso mis general de igualdad a cero
del determinante.

Propiedad 9. El determinante no varia si a los elementos de una
de sus filas se agregan los elementos correspondientes de otra fila,
multiplicados por un mismo niimero.
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Supongamos que a la i-ésima fila del determinante d se le agrega
la j-ésima fila, j==i, multiplicada por el niimero k, es decir, que en
el nuevo determinante todo elemento de la i-ésima fila tiene la forma
a;s + kag, s =1, 2, . .., n. Entonces, de acuerdo a la propiedad 7,
esle determinante es igual a la suma de dos determinantes, el pri-
mero de los cuales es d, mientras que el segundo contiene dos filas
proporcionales y, por ello, es igual a cero.

Como el nimero &k puede ser negativo, el delerminante tampoco
variard al restar de una de sus filas otra fila, multiplicada por un
namero. En general, el determinante no variq si a una de’sus filas
se agrega cualquier combinacién lineal de las demds.

Veamos el siguiente ejemplo. Un determinante se llama antisimétrico,
si sus elementos, sitnados simétricamente respecto de la diagonal principal, se
diferencian entre si solamente en el signo, es decir, si para todos i y j se tiene
ay = —a;;; de esto se deduce que para todo { serd ayy = —ay = 0. Por lo
tanto, el determinante tiene la forma

0 ayn g3 «.. Gy
—agz U azy ... dop

d=| —ayg —n9g O ... ag

— iy —fgy —fgn ... 0

Multiplicando cada fila de este determinante por — 1, ohtenemos el determinan-
te transpueslo, que es de nuevo igual a 4, de donde, en virtud de la propie-
dad 5, resulta:

(—1)"d=d.
Para n impar, se deduce que: —d = d, es decir, = 0. Por lo tanto, todo deter-
minante antisimétrico (o hemisimétrico) de orden impar es igual a cero.

§ 5. Los menores y sus complementos algebraicos

Antles se habia indicado que seria dificil calcular un determinante
de n-ésimo grado aplicando directamente su definicion, o sea, escri-
biendo cada vez todos los n! términos, determinando sus signos, etc.
Existen métodos mas sencillos para calcular los delerminantes,
basados en el hecho de que un determinante de orden n se puede
expresar mediante determinantes de érdenes inferiores. Introduzca-
mos, con esle fin, el siguiente concepto.

Sea dado un determinante ¢ de orden n. Tomemos un ntmero
entero & que satisfaga la condicion 1 < k< n — 1, y elijamos arbi-
trariamente en el determinante d, & filas y & columnas. Los ele-
mentos situados en las intersecciones de estas filas y de estas colum-
nas, es decir, pertenecientes a una de las filas y a una de las columnas
elegidas, forman, evidentemente, una matriz de orden k. El determi-
nante de esta matriz se llama menor de orden k del delerminanle d.
Se puede decir también que el menor de orden & es el delerminanle
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que se obtiene despuds de suprimir n — & filas ¥y n — & columnas
en el determinante d. in particular, después de haber suprimido en
el determinante una fila y una columna, obtenemos un menor de
arden (n — 1); por otra parte, los mismos elementos del delerminan-
te d por separado representan menores de primer orden,

Supengamos que en un determinante d de n-ésimo orden se ha
tomado un menor M de orden k. Suprimiendo las filas y columnas,
en cuyas intersecciones figura este menor, resulta un menor M de
{n — k)-ésimo orden, denominado menor complementario del menor
M. Suprimiendo, por el contrario, las filas y columnas en las que
estiin sitnados los elementos del menor /", obtendremos el menor M.
Por lo tanto, se pucde hablar de un par de menores complementarios
entre si del determinanle. En particular, el elemento a;; y ¢l menor
de (n — 1)-ésimo orden que se obtiene suprimiendo en ¢l determi-
nante la i-ésima fila y 1a j-ésima columna, formarin un par de meno-
res complementarios entre si.

Si un menor M de /f-ésimo orden estd situado en las [ilas de orden
iq, iy . .., iy y en las columnas de orden fy, ja, ..., fu, entonees,
denominaremos complemento algebraico del menor M a su menor
complementario M’, tomado con el signo mids o menos, segin que
sea par o impar la suma de los mimeros de orden de todas las filas
y columnas en las que estd silnado el menor W, es decir la suma

Sapr=dybda oo il fee e e (1

En otras palabras, el complemento algebraico del menor A es el
nimero (—1)*ar A7,

El producto de cualquier menor M de k-dsimo orden por su cohi-
plemento algebraico en el determinante d es una suma algebroiea,
euyos sumandos, obtenidos al multiplicar los términos del menor M
por los términos del menor complementario M’ tomados con el signo
(—1)"™, son ciertos términos del determinante d, coincidiendo sus
signos en esta sima con los signos que tienen en el determinanie.

Comenzaremos la demostracién de este teorema con el caso en
que el menor M esld situado en el dngulo superior de la izquierda
del determinante:

Ty e R y, ey o-- fin
M ... i
d — |2 A My, hpt o @an
Ahygo oo @het k| Ghat et - Thit,n
TRF TR P ML
ny vee Opk A, kst - np

es decir, en las filas cuyos nimeros de orden son 1, 2, ..., ky en
las columnas que tienen los mismos nimeros de orden. Entonces,
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el menor M’ ocupari el dngulo inferior de la derecha del determinan-
te. En este caso, el numero s, es par:

su=1421 .. k41424 LE=2(14+2+... k),
por eso, el mismo menor M’ sirve de complemento algebraico para M.
Tomemos un término arbitrario del menor M
Ao, @rg, - - - Cuey i (2)

su signo en M serd (—1)', donde [ es el nimero de inversiones

en la sustitucién
12 cinik
a (3
Oy Cly ... Cy

El término arbitrario del menor M’
Qraty fttr Qrezy fptz -- - P (4)

tiene en éste el signo (-——'I)I , donde I’ es el niimero de inversiones
en la sustitucion

E4L1E+2...0
i e,

ﬂfﬂi ﬁh-}:’. £l ﬁn

Multiplicando los términos (2) y (4), obtenemos el producto de n
elementos

Qia 2ay « - - ey @it By B2, By« -0 Enpys (6)

situados en diferentes filas y columnas del determinante; por con-
siguiente, éste serd un término del determinante d. El signo del
término (6) en el producto MM’ serd igual al producto de los signos
de los términos (2) y (4), o sea, (—1)i.(—1)!' = (—1)!+"". Sin em-
bargo, el término (6) tiene también este mismo signo en el deler-
minante d. En efecto, la fila inferior de la sustitucion

12 ...k k-:—-ik-|—2.‘.n)
Ty Gy ... Oy ﬁ-’l"l ﬁk"2 ...ﬁ“ :

formada por los indices de este término, contiene solamente I - I
inversiones, puesto que ningin o puede formar inversiéon con nin-
gin f: todos los & no son mayores que &, mientras que todos los B
no son menores que & -|- 1,

De este modo, queda demostrado el caso parlicular considerado
del teorema. Pasemos a examinar el caso general. Supongamos que
el menor M estd situado en las filas que tienen los niimeros de orden
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Pie By« oo fp voen las columnas que lienen los ndmeros de orden
Py day oo oy fu. siendo

PR et Nl T | e il

Trasponiendo lax filas y las columunag, procovemos Hevar el menor W
al angulo superior de la izquierda, de modo yue no se altere el menor
complementario, Gon este fin, trasponemos la {-¢sima Tila con la
(i, — D)-ésima, despuds, con la (i 2)-¢sima, ele,, hasta que la
i-6sima fila ocupe el lugar de la primera; para esto, lendremos que
trasponer las filas 4§, - -1 veces. Después, trasponemos sucesiva-
mente la is-Gsima fila con todas las filas situadas sobre ella, hasta
que se sittue directamente debajo de la (-ésima fila, es decir, en
el sitio que ocupaba la segunda fila antes de todas las transforma-
ciones; como es fieil comprobar, para ello tenemos que trasponer
las filas is — 2 veees. De modo anidlogo, trasladamos la iy-ésima fila
al lngar de la tercera lila, ete., hasta que la iz-ésima ocupe el lugar
de la k-ésima fila. En total, lendremos que electuar

(fi= 1) (s —2) 1= o 5 (= Wy=
= (i pfgd . BY— (L 24 R

trasposiciones de las filas.

1l menor M ya estd situado en las primeras k& filas del nuevo
determinante. Ahora trasponemos sucesivamente las columnas del
determinante: la j-ésima con todas las precedentes hasta que otupe
el primer lugar, después, la jp-ésima, hasta que ocupe el segundo
Jugar, ete. In total, las columnas serin lraspueslas

Ao i) — (1 20 4 R)

(i
veces.

Después de todas estas transformaciones legamos a un deler-
minante nuevo d', en el cual, el menor M ocupa el dngulo superior
de la izquierda, Como habiamos traspueslo eada vez solamente las
filas y columnas contiguas, no sulrird ninguna alteracién la colo-
cacion mutua de las filas y columnas que contenian el menor M’
en el determinante d. Por lo tanto, el menor M’ se mantiene también
como menor complementario del menor M en el determinante d',
ocupando ya, sin embargo, el dngulo inferior de la derecha. Como
hemos demostrado, el producto MM’ es una suma de cierlo nimero
de términos del determinante ', tomados con los mismos signos que
tenian en d'. No obstanle, el determinante ¢’ se ha oblenido del
determinante ¢ mediante

Wb ip b b i) — (4§ 2 HR)
bbb =24 R = 2 R 24 A
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trasposiciones de las filas y columnas. Por ello, como sabemos
por el parrafo anterior, los términos del determinante d’ sola-
mente se diferencian de los términos correspondientes del deter-
minante d en el signo (—1)'¥ (se comprende que el ndmero par
2(1+2+ ... k) no influye en el signo). De aqui se deduce
que el producto (—1)*MM M’ se compone de una cierta cantidad
de términos del determinante d, tomados con los mismos signos que
tenian en este determinante. De esta manera, el teorema queda
demostrado.

Obsérvese que si los menores M y M’ son complementarios
entre si, los nimeros s,; ¥ s;;- son de una misma paridad. En efecto,
el niimero de orden de cada fila y de cada columna estd incluido
como sumando en uno, y sélo en uno, de estos nimeros. Por con-
siguiente, la suma sy -+ 5, es igual a la suma de los nimeros de
orden de todas las filas y columnas del determinante, es decir, es

igual a la paridad del nimero 2(1 42+ ... | n).

§ 6. Calculo de determinantes

Los resultados del pirrafo anterior ofrecen la posibilidad de
reducir el cilculo de un determinante de n-ésimo orden al calculo
de unos cuantos delerminantes de {n — 1)-ésimo orden, Introduzea-
mos, primere, las siguientes notaciones: si ¢;; es un elemenlo del
determinante d, designaremos con M;; el menor complementario,
o abreviando, ¢l menor de este elemento, es decir, el menor de
{(n— 1)-ésimo ovden obtenido despuéds de suprimir la i-ésima fila y la
j-6sima columna en el determinante. Designaremos con A, el com-
plemento algebraico del clemento a;;,

Ay =(—=1" My

Como se ha demostrado anteriormente, el producto a;;4;; re-
presenta una suma de unos cuantos términos del determinante d,
incluidos en esta suma con los mismos signos que lenian en el deler-
minante d. Es ficil caleular ol nimero de estos Lérminos: es igual
al ndmero de términos en el menor My;, es decir, es igual a (n — 1)!

Elijamos ahora una fila i-ésima cualquiera del determinante o
¥ tomemos el producto de cada elemento de esta fila por su comple-
mento algebraico:

@A, aipdiny - oo, aipdn. (1)

Ningin término del determinante d puede estar incluido en dos
productos diferentes (1): todos los términos del determinante inclui-
dos en el producto @;,4;, contienen el elemento a;y de la i-ésima fila.
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Por ello, se diferencian de los téyminos gque forman parte del producto
a;2112, que contienen el elemento a;. de la i-ésima fila, ete.

Por oira parte, el nimero total de términos del delerminante d,
incluidos en todos los productos (1), es igual a

(n—1!n—=nl

Con éslos se agotan por completo todos los términos del determinan-
te d. Por lo tante, hemos demostrado que se verifica el siguiente
desarrollo del determinanie d por los elementos de la i-dsima fila:

di=ap Ay +opdiz + .. Qpdyy, (2)

lo que significa que el determinante d es igual a la suma de los pro-
ductos de todos los elementos de una fila arbitrarie de éf por sus com-
plementos algebraicos. Se puede obtener un desarrollo anialogo del
determinanle por los elementos de cualquiera de sus columnas.

Sustituyendo en el desarrollo (2) los complementos algebraicus
por los menores correspondientes con los signos mas o menos, reduci-
rentos el cdleulo del determiinante de re-ésimo orden & céleulo de unos
cuantos determinantes de (z-1)-éimo orden. Obsérvese que si algunos
de los elementos de la i-ésima fila son iguales a cero, no habra que
caleular, naturalmente, sus menores correspondientes. En virtud
de eslo, es conveniente transformar previamente el delerminante,
aplicando la propiedad 9 (véase el § 4), para gque en una de las filas
o de las columnas haya un nimero suficientemente grande de cle-
mentos sustituidos por ceros. En realidad, la propiedad § da la posi-
bilidad de sustituir por ceros todos los elementos, menos uno, de cual-
quier fila o de cualquier columna, En efecto, £i ay =% 0, cualquier
elemento a;;, j = &, de la i-ésima fila quedard sustituido por cero
después de reslar de la j-6sima columna la k-ésima columna multipli-

cada por :—’i. De este modo, el cilculo de un determinante de n-

ésimo orden se puede reducir al célculo de unm sole determinante
de {(n — 1)-6simo orden.

Ejemplos.
1, Calcular el determinante de cuarto orden

3 t-1 2
5 1 3 -4

—_u

d:
0 1 -1

2
t =5 3 —3
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Desarrollémosle por los elementos de la tercera fila, aprovechando la exis-
tencia de un cero:

1 —1 2
d=(—1)31.2.] 1 3 —4
—5 3 -3
|3 1 2 31—t
(=133 10 =5 1 —a (=) (— )| —5 1 3.
fo—g 3 1 —5 3

Calculando los determinanles obtenidos de tercer orden, oblenemos:

d =246 —40-1- 48 = 40.

2. Calcular ol determinante de quinto orden
=2 o 0 —1 3
1 0 3 7 =2
d= 3 —1 ] a =5h|.
2 6 —4 1 2
0 —3 -1 2 3

Agregando a Ja segunda fila la quinla, multiplicada por tres, y restando
de la cuarta fila la quinta, multiplicada por eiatro, obtenomos:

—2 5 0 —1 3
i —4 a 13 7
- 3 —1 o0 5 =5,
2 18 0 =7 —10
Rkt ik 2 3

Desarrollando este determinante por los elementos de la tercera columna, que
contiene solamente un elemento diferente de cero (con la suma de indices 5 + 3,
es decir, par), ohtenemos:
—2 5 —1 3

1 —9 13 7

3 —1 5 —5

2 18 —7 —10

d—{—1)-

Translormamos de nuevo el determinante obtenido, agregando a [a primera
Tila la segunda, multiplicada por dos, restando de la tercera fila la segunda,
multiplicada por tres, v de la cuarta, la segunda multiplicada por dos:

0 —13 25 17
1 —9 13 7
& 26 —34 —26
v 36 —33 —24
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Después, desarrollamos éste por los clementos de la primera columna, teniendo

ademis en cuenta, que al inico elemento de esta columna, diferente de cero, le
corresponde una suma impar de indices. Resulta:
—13 25 17|

d= 26 —34 —26

I —33 —24

Caleulemos este determinante de tercer orden, desarrollindolo previomente
por los elementos de su tercera fila:

25 17 20

=% P
3% —2 _{_33"‘ 26 '(_‘)'""‘ 26 —34
— 36 (—T2) —(— 33 (—104) -+ (—24) [ —208) = — 1032,

4

— 26

d 36

3. 80 todes los elementos de un determinante, situados a un lado de ln diago-
nal principal, son iguales a cero, el determinante ¢s igual al producto de los ele-
mentos situados en la diagonal principal.

Para un determinante de segundo orden, esta alirmacion es evidente. Por
ello, la vamos a demostrar por el método de induceidn, supongamos que esta
demostrada ya para los determinantes de (n-1}-ésimo orden. Consideremos el
determinante de p-ésimo orden:

843 M2 O43 +-- B
0 agy aday ... fzg
d=| 0 0 ag ... amm
00 0 ... anp

Desarrollandolo por los elementos de la primera columna, oblenemos

fyn oz ... flag

¥ gy .. fOgn
d=ay -

0 0 ... ey

nede aplicar la hipdtesis

Al menor gue figura en el segundo miembro sc le
donde

de induccion, es decir, es igual a azy agg ... @pny de

d=ayass833 . .+ Inn-
4. Se llama determinanie de Vandermonde al siguiente:

1 1 1 e
ay dg ag R 1

d—|e} aj a . @

s

n={ _n-1 _n-—1 n—1
ay @y ay ..y



§ 6. Cdleulo de determinanies 47

Demostremos que para cualquier n el determinante de Vandermonde es igual
al producto de todas las diferencias posibles ay — a;, donde 1 < j<<i < n.
En efecto, para n = 2, se tLiene

1 1
2y #fg
Supongamos que nuestra afirmacién estd demostrada ya para los determinantes
de Vandermonde de (n—1)-ésimo orden. Transformemos el determinante d del
mado siguiente: de la n-ésima (la \iltima) fila restamos la (n—1)-ésima, multipli-
cada por ay; después de la (n —1)-6sima restamos la (n — 2)-ésima, multipli-
cada también por a;, etc., finalmente, de la segunda fila restamos la primera,
multiplicada por a,, Obtenemos:

=dy—ay.

1 { 1 1
1] g —ay ag—ay p —dy
2
d—|0 at—aa, ad—ayay ... an—ayan
=1 -2 A= n—=2 n—1 -2
0 af ! —ayal™" af l-—aina cew oAy —agal

Desarrollando este determinante por los elementos de la primera columna, lle-
gamos a un determinante de (n — 1)-ésimo orden; después de sacar fuera de!
Idate{mmantu todos los factores comunes de todas las columnas, éste toma
a orma:

T |
Ay @3 ..., fp
a a
d={ay—ay) (@3—a,) ... (@g—ay)-| @ ai ... an
n=2 n—-2 n—-2
8y Tag " ...oa,

El iltimo factor es el determinante de Vandermonde de (n — 1)-ésimo orden que,
por la suposicion hecha, es igual al producto de todas las diferencias a; — a;
para 2 < j <Zi < n. Por consiguiente, empleando el simholo Il para indicar
el producto, se puede escribir:

d=(ag—ay) (ag—ay) ... (an—ay) H (aj—aj)= “ (ai—ay).
2gj<isn 1=jdisn
Del mismo modo se puede demostrar que el determinante

a'i‘_l ag_l ﬂg_l a:""i

o n a
¢ a} a; ai ... an
ay ity 23 .+, Hp

1 1 ! G 1

es igual al producto de todas las diferencias posibles a;—ay donde
| <X i< < n, es decir,
d' = ] (ai—ay.
{=i<j=n
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Generalizando los desarrollos del determinante por los elemenlos
de una fila o columna, obtenidos anteriormente, demostraremos el
siguiente Leorema del desarrollo del delerminante por los menores
de unas cuantas filas o columnas.

Teorema de Laplace. Supongamos que en un determinante d de
orden n se han elegido arbitrariamente k filas (o & columnas), 1 <
< k<L n— 1. Entonces, la suma de los produclos de tadas los meno-
res de k-ésimo orden, contenidos en las filas elegidas, por sus comple-
mentos algebraicos es igual al determinante d.

Demostracion. Supongamos gue en el determinante d se han ele-
gido las filas, cuyes nimeros de orden son iy, iy, . .., i3. Sabemos
que el producto de cualquier menor M de A-ésimo orden, situado
en estas filas, por su complemento algebraico consta de cierta can-
tidad de términos del determinante o, tomados con los mismos
signos que tenian en el determinante. Por consiguiente, el teorema
quedard demostrado, si demostramos que haciendo recorrer a M
todos los menores de A-ésimo orden, sitluados en las filas elegidas,
obtenemos todos los términos del delerminante, no encontrindose
ninguno de ellos dos veces.

Sea

Apoyloog oo o Qnoy (3)
un término arbiltrario del determinante d. Tomemos aparte el pro-
ducte de los elementos de este término, pertenecientes a las filas
elegidas, ¥ cuyos nameros de orden son iy, iy, ..., ip. Esto serd
el producto

Ay Pig, - a‘n—xik; (4)

k factores de este producto eslin en & columnas diferentes, precisa-
mente en las columnas con los nimeros de orden oy, iy, - « -, Gy,
Por consiguiente, estos niimeros de orden de las columnas se deter-
minan por el término (3). Si designamos con M el menor de k-ésimo
orden, situado en la interseccién de Ias columnas que tienen estos ni-
meros de orden o, @i, . . ., %, ¥ de las filas elegidas anterior-
mente, con los niimeros de orden iy, is, . . ., ix, el producto (4) sera
uno de los términos del menor M, El producte de todos los elementos
del término (3), no incluidos en (4), serd un término de su menor
complementario. Por lo tanto, todo término del determinante forma
parte del producto de un menor determinado de k-ésimo orden situado
en las filas elegidas por su menor complementario, y ademas es un
producto de unos términos determinados de estos dos menores, Final-
mente, para obtener el término tomado del determinante, con el
mismo signo que tiene en el determinante, no queda mds que susti-
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tuir el menor complementario por el complemento algebraico. Con
esto termina la demostracion del teorema.

Se podia haber demostrado el teorema de otro modo. A saber:
el producto de cualquier menor M de k-ésimo orden, situado en
las filas elegidas, por su complemento algebraico, consta de k!
(rn — k)! términos. Esto es debido a que el menor M de k-ésimo orden
se compone de k! términos, y su complemento algebraico, diferen-
cidndose posiblemente solamente en el signo del menor de orden n —k,
contiene (n — k)! términos. Por otra parte, el nlimero de menores
de k-ésimo orden, contenidos en las filas que hemos elegido, es igual
al niimero de combinaciones de n sobre k&, es decir, es igual al niimero

n!
B (n— k)1

Multiplicando, obtenemos que la suma de los productos de todos
los menores de A-ésimo orden de las filas elegidas, por sus comple-
mentos algebraicos, consla de n! sumandos. Sin embargo, éste es
también, el nimero total de términos del determinante d. Por con-
siguiente, el leorema quedatd demostrado, si demostramos que
cualquier término del determinante d estd incluido por lo menos
una vez (y entonces, serd una vez, exactamente) en la suma consi-
derada de productos de menores por sus complementos algebraicos.
Para esto no le queda mis al lector que repetir (con ciertas simplifi-
caciones) los razonamientos expuestos en la demostracion precedente.

El teorema de Laplace permite reducir el cdilculo de un deter-
minanle de n-ésimo orden al cileulo de unos cuantos determinantes
de ordenes & y n — k. Resultard que habri muchos determinantes
nuevos de éstos y, por lo tanto, tiene sentido aplicar el teorema
de Laplace solamente en el caso en que se puedan elegir en el deter-
minante & filas (o columnasg), de modo que muchos de log menores
de /k-ésimo orden situados en eslas filas sean iguales a cero.

Ejemplos. :
1. Sea dado un determinante, cuyos elementos siluados en las primeras k
filas y dltimas n — £ colummnas son iguales a cero:

By, ... fgp 0

apy ... Opp
Ahttot -0 Bhigh Qhity kit --- Ghigen
Ay ce. gk By, ket -+ dpn

Este delerminante es igual al producto de dos de sus menores:

a1y e Nk Aty kit o0 Witen
LR 1 Bn, kyy -+  Opn
§—252
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Para la demostracion es suficiente desarrollar el determinante por los meno-
rez de las primeras k filas.

2. Sea dado un determinante « de orden Zn, en cuyo dngulo superiar de ia
izquierda figura un menor formado totalmente por ceros. 8i los menores de
n-(ésimn orden, siluados en los dngulos superior de la derecha, inferior de la
izquierda e inferior de la derecha del determinante, se designan con M, M’y M"
respectivamente, es decir, que el determinants d se puede escribir simbolica-
mente en la forma d = (;:I’AM" , entonces, d = (—1) MM’

Para la demostracion, desarrollamos el determinante por las primeras n
filas y observamos que

s (Ui24 oo tm) e D0 (e 2es | 2n)—n 202,

es decir, sy ¥ » lienen una misma paridad.
3. Calcular ¢l determinante

—4& 12 =2 1
B 30 1 —5
i - 2 —-31 =3 1

0 40 2 &

Desarrollindolo por los menores de la primera ¥ tercera columnas, que
contienen ceros colocados adecuadamente, obtenemos:

. 3 1 —35
—4 2
d -(._.1)!+:i+l+3{ ;1‘ —t—t 4
4 2 B
3 L =3
:_(_1]1+¢+1+s]:’: 3} —3 —3 1|+
’ 4 2 ]
-2 1
21
C(— |G 3‘. L )
4 2 5

=(—8) (—20) — (—10) . (— 62} —7-87 = — 1069,

§ 7. Regla de Cramer

La teoria de los determinantes de n-ésimo orden expuesta
anteriormente, permite mostrar que estos determinantes, introducidos
solamente por analogia con los determinantes de segundo y lercer
orden, pueden ser utilizados del mismo modo que estos fltimos para
la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, Sin embargo, pri-
mero haremos una observacion complementaria, ligada con los
desarrollos de los determinantes por los elementos de una fila o colum-
na; en adelante, esta observacion va a ser empleada a menudo.
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Desarrollemos el determinante

gy « o« Qyj ... flyn

[T P
d ==

Iy v v o nj. -y

por la j-ésima columna:
d=a;Ay;+ @Ay + ... + njAnj,

y sustituyamos después en este desarrollo los elementos de la
j-ésima columna por el sistema de nr niimeros arbitrarios by,
by, ..., b,. La expresion

byAy; = beAg; .. bud, g,

representa el desarrollo por los elementos de la j-ésima columna
del determinante

a”‘..bi...ﬂ'"‘
& [ PRI | TR 2
Gy oo Bg s ag, |

obtenido del determinante d sustituyendo su j-ésima columna por
la columna de los nameros by, b, ..., b,. En efecto, la sustitucién
de la j-ésima columna del determinante ¢ no afecla a los menores
de los elementos de esta columna y, por lo tanlo, no afecta a sus
complementos algebraicos,

Apliquemos esto al caso en que en lugar de los nameros
by, by, ..., b, se toman los elementos de la k-ésima columna del
determinante d para k== j. Ll determinante que se obtiene después
de esta suslitucion contendri dos columnas iguales (la j-ésima
y la k-ésima) y, por eso, sera igual a cero. Por consiguientle, serd
igual a cero también el desarrollo de este determinante por los
elementos de su j-ésima columna, es decir,

ayp Ay a4 o faupAny-- 0 para js= k.

Por lo tanto, la suma de los productos de todos los elementos
de una columna del determinante por los complementos algebraicos
de los elementos correspondicntes de otra columna es igual a eero.
Naturalmente, este resultado es vilido también para las filas del
determinanle.

Pasemos a esludiar los sislemas de ecuaciones lineales, Por
ahora nos limitaremos al caso de sistemas en los que el nimero de

4%
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ecuaciones es igual al nimero de incognitas, 0 sea, a los sistemas
de la forma

A&y + QpaTs - oo AT = by,
oy Ty - Uops =« oo - Qondn = by, (1)
ATy ApoTa o o pndn = Dy

Ademads, supondremos que el delerminante d de los coeficienles
de las incognitas del sistema, denominado abreviadamente deter-
minante del sistema, es diferente de cero. LEn estas condiciones
demostraremos que el sistema (1) es compatible e incluso deter-
minado.

En el § 2, al resolver un sistema de Lres ecuaciones con tres
incognitas, multiplicibamos cada una de las ecuaciones por cierto
factor y después sumiabamos estas ecuaciones, resultando iguales
a cero los coeficientes de dos de las Lres incognitas. Ahora vemos
claramente que los factores que empleibamos eran los complementos
algebraicos en el determinante del sistema, del elemento que
en la ecuacion dada es coeficiente de la incdgnita buscada. Este
mismo método se va a emplear para la resolucion del sistema (1).

Supongamos primero que el sistema (1) es compatible y que
€y, G, . . ., %, 08 una de sus soluciones. Por consiguiente, se cum-
plen las igualdades

Ay - Aylly -+ o oo Qg == Dy,
Aty -+ Aty + - -« Qonlin = by, )
UnyOy |- @natha + « -« i Gnnln = bpn.

Sea j cualguiera de los nmeros 1, 2, ..., n Multipliquemos

ambos miembros de la primera de las igualdades (2) por Ayj
es decir, por ﬁl complemento algebraico del elemento a,; en el deter-
minante d del sistema; ambos miembros de la segunda igualdad,
por A,;, ete., y finalmente, ambos miembros de la Gltima, por A, ;.
Sumando después por separado los primeros miembros y los segun-
pos miembros de todas estas igualdades, llegamos a la siguiente
ignaldad:
(2 Ay +anday+ - oo andng) oo+

o+ (@pAy -+ anadaj+ - o o A Guadng) o B

+(ayjAyy 4 azgdegt o @nyAng) o

+ (ainAyj |- aomAzj+ - -« - nadag) o=

=bydyj+ biAzj + .. -bnAnj-
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El coeficiente de o, en esta igualdad es igual a d, mientras que,
en virtud de la observacion hecha anteriormente, los coeficientes
de los demds @ son iguales a cero; el miembro independiente es igual
al determinante que se obtiene del determinante d después de sus-
tituir en él la j-ésima columna por la columna de los términos inde-
pendientes del sistema (1). Si designamos este ultimo determinante,
igual que en el § 2, con d;, nuestra igualdad toma la forma

da_;:dj,
de donde
dj
o= T ¥

puesto que d==0. De este modo, queda demostrado que si el
sistema (1) es compatible, éste posee solucién {nica:

T SN T tn = (3)

Demostremos ahora que el sistema de nimeros (3) satisface real-
mente al sistema de ecuaciones (1), es decir, que el sistema (1) es com-
patible. A continuaciéon emplearemos las siguienles notaciones
muy usuales,

Toda suma de la forma a; -+ ay -\~ . .. | a, se indicard abre-

n

viadamente mediante 2 a;. Si se considera una suma, cuyos suman-

IE‘_]
dos a;; estin provistos de dos subindices, siendo i =1, 2, ..., n,
i=1, 2, ..., m, se pueden tomar primero las sumas de elementos

™

con el primer subindice fijado, o sea, las sumas ) a;;, donde i =
1

=
=1, 2, ..., n, y después, sumar todas estas sumas. Entonces,
para la suma de todos los elementos a,;, obtenemos la expresién

No obstante, se podrian sumar primero los sumandos a,; con el segun-
do subindice fijadoy sumar después las sumas obtenidas. Porlo lanto,

n m ™ n
n o 0 n
2 Deg= 2 X ai,
i=1 j=1 Fiay e

o sea, en la suma doble se puede cambiar el orden de los sumandos.
Pongamos ahora en la i-ésima ecuacion del sistema (1) los valo-
res (3) de las incognitas. Como el primer miembro de la i-ésima
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n i
ecuacion se puede escribir de la forma 3 a;jx; y como d; = 3 bpAns
i=1 k=1
obtenemos:
n I n " 'l n T
\ s 1 < 3 O \
N —r=m P a,-,—(:)_l b,-‘.d;,_,-) =7§->_, by ()_, ﬂaﬂ’w) .
j=t j=1 h=1 hi=1 =1
Respecto a estas lransformaciones, observemos que el nimero
1 .
- es un factor comin de todos los sumandos, por lo cual, se le ha
sacado fuera de la suma; ademds, después de haber cambiado el orden
de los sumandos, el factor b, se ha sacado fuera de la suma interior,
ya que no depende del subindice j de la suma interior.
L

Ya sabemos que la expresion Za,-_,-zh”- = apdyy + Ay
=1
4 ... | aip Ay, es igual a d para k — i, e igual a O para los

demads k. Por lo tanlo, en nuestra suma exterior respecto a k& quedard
un sumando, precisamenle b;d:
n
1 dj 1
,H”-—d-* Fb‘d -:b;.
i=1

De este modo, queda demosirado que el sistema de nimeros (3)
es, verdaderamente, solucion del sistema de ecuaciones (1).

Hemos oblenido el siguiente resultado importante:

Un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas, cuyo deter-
minante es dijerente de cero, tiene solucion, la cual, ademds, es
dnica. Esta solucién se obtiene por las formulas (3), es decir, por
la regla de Cramer; la formulacion de esta regla es igual que en el caso
de un sistema de dos ecuaciones (véase § 2).

Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones lineales

2xy -+ Ty—Dxy 24— 8B,
xy—3xg — b, = 9,
2zy— x5 -2y — 5,

2yt 4z —Txg | Bry=— 0.
El determinante de este sistema es diferente de cero:
2 1-5 1
1 —3 0 —6
d = 27,
] 2 =1 2
| 4 —7 [
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por lo que se lsmede aplicar al sistema la rsgla de Cramer. Los valores de las
incdgnitas tendrin en los numeradores los determinantes
8 1 —a 1 2 8 —3 1
9 —3 0 —6 1 ] 0 —6
dy= =81, dy= = — 7
1l g—q o= h=lg 5 o 108
0 4 —7 ¢ 1 0 —7 6|
2 1 8 1 2 1 —5 8
1 —3 9 —6 1 —3 0 9
dy= =27, d,= =27.
Tlo 25 2 o di=lg 5 g _5[="
1 4 0 G 1 4 =7 0
Por lo tanto
Ty =3, o= —4, 3= —1, =1

serd la solucidn de nuestro sistema y, ademas, la tinica.

Hemos excluido el caso en que el determinante del sistema
de n ecuaciones lineales con n incognitas (1) es igual a cero. Este
caso lo dejamos para el cap. 2, donde hallard su sitio en la teoria
general de los sistemas de cualquier nimero de ecuaciones con
cualquier nimero de incognitas.

Referente a los sistemas de n ecuaciones lineales con » incégni-
tas, haremos otra observacion mas. Sea dado un sistema de n ecua-
ciones lineales homogéneas con n incégnitas (véase el § 1):

gy + Qs+ - .o+ BTy =0,
Ay 1 Uppy + o« + QonZn =10, (4)
Qpyy + Qoo+ oo - dppxn = 0.

En este caso, todos los determinates dy, j=1,2, ... n, contie-

nen una columna formada por ceros y, por eso, son iguales a cero.
Por lo tanto, si el determinante del sistema (4) es diferente de cero,
es decir, si a este sistema se le puede aplicar la regla de Cramer,
su unica selucidén sera la solucion nula

=0, 2,=0, ..., #7y=0. (5)

De aqui se desprende la siguiente conclusion:

Si un sistema de n ccuaciones lineales homogéneas con n incégni-
tas tiene soluciones diferentes de la nula, entonces el determinante
de este sistema es necesariamente igual a cero.

En el § 12 se mostrard que, viceversa, si el determinante de
un sislema de éstos es igual a cero, ademis de la soluciéon nula,
cuya existencia es evidente para cualquier sistema de ecuaciones
homogéneas, tendrin que existir también otras soluciones.
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Ejemplo.¢ Para qué valores de k, el sistema de ecuaciones
ka:y:—.rz;l].
xythag—0
puede tener soluciones no nulas?
El determinante de este sistema

|
1 &k

i:kz—d

sera igual a cero solamente para & = + 1. Es [icil comprobar que para cada
uno de estos dos valores de k, el sistema dado posee verdaderamente soluciones
diferentes de la nula.

La importancia de la regla de Cramer consiste fundamentalmente
en que, e las cases en que es aplicable esta regla, ésta da una expre-
sion explicita para la solucién del sistema mediante los coeficientes
del mismo. Sin embargo, la aplicacion practica de la regla de Cramer
va aparejada con cdlculos muy complicados: en el caso de un sistema
de » ecuaciones lineales con n incognitas, se lienen que calcnlar
n -+ 1 determinantes de n-ésimo orden. El método de eliminacion
sucesiva de las incégnitas, expuesto en el § 1, es en este sentido
mucho mis ¢omodo, puesto que los cileulos que se necesitan para
aplicar este método son, en esencia, equivalentes a los que se tienen
que realizar al calcular ur solo determinante de n-ésimo
orden,

En algunas aplicaciones aparecen sistemas de ecuaciones lineales
cuyos coelicientes y términos independientes son niimeros reales,
obtenidos al hacer mediciones de algunas cantidades fisicas, es decir,
que se conocen sélo aproximadamente, con cierta exactitud. A veces,
los métodos expuestos anteriormente para la resolucion de tales
sistemas son inadecuados, debido a que proporcionan resultados
poco exactos. En su lugar, se han elaborado diversos métodos
de iteracion, o sea, métodos que permiten resolver los sistemas indi-
cados de ecuaciones mediante una aproximacién sucesiva de las
incognitas. La exposicién de estos métodos puede consultarla
el lector en las obras sobre la teoria de las aproximaciones.



CAPITULO 11

SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES (TEORIA GENERAL)

§ 8. Espacio vectorial de n dimensiones

Para la elaboracién de la teoria general de los sistemas de ecua-
ciones lineales no es suficiente el aparato construido que nos sirvié
satisfactoriamente para la resolucién de los sistemas en que se puede
aplicar la regla de Cramer. Ademis de los determinantes y las ma-
trices tenemos que utilizar un nuevo concepto que, posiblemente,
sea de mayor inlerés para la matemdatica en general: el conceplo
de espacio vectorial de varias dimensiones.

Hagamos primero unas cuantas observaciones previas. Por
el curso de geometria analitica se sabe que todo punto en el plano
se determina (dados los ejes coordenados) por sus dos coordenadas,
o sea, por un sistema ordenado de dos nimeros reales; todo vector
en el plano se determina por sus dos componentes, o sea, nuevamente,
por un sisltema ordenado de dos nimeros reales. De modo andlogo,
todo punto en el espacio de tres dimensiones se determina por sus
tres coordenadas, y todo vector en el espacio se determina por sus
tres componentes.

En la geometria, y también en la mecanica y en la fisica, se sue-
len estudiar frecuentemente algunos objetos, para cuya determina-
cion no son suficientes tres niimeros reales. Veamos, por ejemplo,
el conjunto de las esferas en el espacio. Para que la esfera esté deter-
minada por completo, es necesario que estén dadas las coordenadas
de su centro y el radio, o sea, hay que sefialar un sistema ordenado
de cuatro nimeros reales, de los cuales el dltimo (el radio) solo
puede tomar, a su vez, valores positivos. Examinemos, por olra
parte, las diferentes posiciones de un cuerpo sélido en el espacio.
La posicion del cuerpo quedard determinada por completo, si se indi-
can las coordenadas de su centro de gravedad (o sea, Lres niimeros
reales), la direccion de un eje fijo que pase por el centro de gravedad
(dos nimeros: dos, de los tres cosenos directores) y, por fin, el ingulo
de rotacion alrededor de esle eje. Por lo tanto, la posicion de un so6li-
do en el espacio se delermina por un sistema ordenado de seis niime-
ros reales.
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Estos ejemplos nos sugieren la oportunidad de estudiar el con-
junto de todos los sistemas ordenados posibles de n nimeros reales.
Precisamente este conjunto, después de haber introducido en él las
operaciones de adicion y multiplicacion (cosa que se hard a con-
tinuacion por analogia con las operaciones correspondientes sobre
los vectores del espacio tridimensional, expresadas mediante las
componentes), se denomina espacio vectorial de n dimensiones.
Por consiguiente, el espacio de n dimensiones es solamente una
formacion algebraica que conserva ciertas propiedades elementales
del conjunto de los vectores del espacio de tres dimensiones, que
parten del origen de coordenadas.

Un sistema ordenado de n» nimeros

o =(ay, az, ..., a) (1)

se llama vector de n dimensiones, Los numeros a;, i =1, 2, . .., n,
se denominarin componentes del vector «. Se dira que los veclo-
res o y

B=(ly, ba ..., by) (2)
son iguales, si coinciden sus componentes situadas en lugares igua-
les, o sea, si ¢; = b; para i =1, 2, ..., n. Para designar los

vectores se empleardn en adelante las letras griegas mindsculas,
mientras que las letras latinas mindsculas se utilizaran para designar
los nimeros.

Como ejemplos de vectores, seialemos los siguientes: 1) Los
vectores-segmentos que parten del origen de coordenadas, en el plano
o en el espacio de tres dimensiones, estando fijado el sistema de coor-
denadas, serin vectores de dos y tres dimensiones, respectivamente,
en el sentido de la definicién dada anteriormente. 2) Los coeficientes
de cualquier ecuacion lineal con n incégnitas forman un vector
de n dimensiones, 3) Toda solucién de cualgquier sistema de ecuacio-
nes lineales con n incégnitas es un vector de » dimensiones. 4) Dada
una matriz de s filas y n columnas, sus filas son vectores de n dimen-
siones y sus columnas, vectores de s dimensiones. 5) La misma ma-
triz de s filas y n columnas se puede considerar como un vector
de sn dimensiones: es suficiente leer seguidamente los elementos
de la matriz, fila por fila; en particular, toda matriz cuadrada de orden
n se puede considerar como un vector de n® dimensiones. Es evi-
dente, ademas, que cualquier vector de n® dimensiones se puede
obtener de este modo de una matriz cuadrada de orden n.

Se llama suma de los vectores (1) y (2) al vector

aPp=(ay+ by, ag+by, ..., an+bs), (3)

cuyas componentes son iguales a las sumas de las componentes
correspondientes de los vectores gue se suman. La adicién de veclores



§ 8. Espacio vectortal de n dimensiones 59

estia sujeta a las leyes conmutativa y asocialiva, puesto que la adi-
cion de los nimeros estd sujeta a estas leyes.
El veetor nule desempena el papel de cero

0=10, 0,...5 O).
En efecto
o0 =(a,+0,a:+0, ..., an+ 0= (ay, a3, ..., @) =20

Para designar el vector nulo emplearemos el mismo simbolo 0 que
se emplea para el nimero cero; nunca encontraremos dificultad
alguna para averiguar si en el momento dado se trata del niimero
<cero o del vector nulo; sin embargo, al estudiar los préximos péarra-
fos, el lector tiene que recordar que el simbolo 0 se puede emplear
en diversos senlidos.
El vector
—ot = (—fy, —@as, ..., —lp). (9)

se denominari vector opuesto del vector (1). Es evidenle, que
a -+ (—a) = 0. Ahora, es [dcil demostrar que para la adicién
de veclores existe la operacion inversa: la sustraccion; la diferencia
de los vectores (1) y (2) es el vector &« — B -« | (— B), o sea,

a—p=(a;—by, ag—bsy, ..., a,—by). (6)

La suma de vectores de n dimensiones, definida por la férmu-
la (3), fue originada por la suma geométrica de vectores en el plano
o en el espacio de tres dimensiones, efectuada de acuerdo a la regla
del paralelogramo. En la geometria se define también el producto
de un vector por un nimero real (por un «escalar»): multiplicar
el vector e por el namero & significa, siendo & = 0, que el vector
o se alarga & veces (o que se conlrae, si & < 1), vy siendo &k =< 0,
que se alarga | k| veces y se cambia su direccion por la opuesta. Expre-
sando esta regla mediante las componentes del vector y pasando
al caso general considerado, obtenemos la definiciéon siguiente:

Se llama producto del vector (1) por el nimero k, al vector

kot = ak = (kay, kay, ..., kay), (N

cuyas componenles son iguales al producto de las correspondientes
componentes del veclor = por el nimero k.

De esta definicion se deducen las siguienles importanles pro-
piedades, cuyas demostraciones se dejan al leclor:

fe (o == B) = ko == kf; (8)
(k= Do=4Fka + la; (9
e (o) = (ki) 3 (10)

.ot =g, (11)
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Con la misma facilidad se comprueban, aunque pueden obtenerse
también como consecuencia de las propiedades (8) — (11), las
propiedades siguienles:

0-a=0, (12)

(—1)-a= —a; [$5)]

kra=0; (14)

si kee- 0, entonces k=0, o bien a=0. (15)

Il conjunto de todos los vectores de n dimensiones con compo-
nentes reales, considerado junto con las operaciones de suma de vec-
tores y de multiplicacion de un vector por un niimero, determinadas
en el mismo, se llama espacio vectorial de n dimensiones.

Subrayemos que en la delinicién de espacio vectorial de n dimen-
siones no eslti incluida ninguna multiplicacién de un vector por
otro vector. Seria ficil definir el producto de vectores: se podria
suponer, por ejemplo, que las componentes del producto de vectores
fuesen iguales a los productos de las componentes correspondientes
de los factores. Sin embargo, una tal multiplicacién no tendria
aplicaciones serias. Asi, pues, los segmenlos-vectores que parten
del origen de coordenadas, en el plano o en el espacio de Lres dimen-
siones, (¢e supone que se ha fijado un sistema de coordenadas), forman
un espacio vectorial de dos y de tres dimensiones, respectivamente.
Como se ha seiialado anteriormente, en este ejemplo, la suma de vec-
tores y el producto de un vector por un nimero tienen un sentido
geométrico importante, mientras que al produclo de vectores definido
mediante la multiplicacién de sus componentes no se le puede dar
ninguna significaciéon geométrica racional.

Veamos otro ejemplo mis. El primer miembro de una ecuacion
lineal con n incégnitas, es decir, la expresion de la forma

f=ax +ax@z + . .. + ann,

se llama forma lineal en las incognitas z,, s, . .., Tn. Is evidente
que la forma lineal f queda completamente determinada por el vec-
tor (ay, @z, ..., a,) de sus coelicientes; reciprocamente, todo
vector n-dimensional determina univocamente una forma lineal.
La suma de vectores y el producto de un vector por un nimero
se convierten en las operaciones correspondientes con las formas
lineales; estas operaciones fueron empleadas eficazmente por nosotros
en el § 1. La multiplicacién de los vectores definida medianie
el producto de sus componentes, no tiene tampoco en este ejemplo
ningin sentido.
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§ 9. Dependencia lineal de vectores

Se dice que el vector B, de un espacio vectorial de n dimensiones,
es proporcional al veclor o, si existe un nimero & tal que p = ko
(véase la férmula (7) del parrafo anterior). En particular, el vector
nulo es proporcional a cualquier vector o, debido a la igualdad
0=10.a. 8i p = kay B =0, de donde k == 0, entonces & = k1;
es decir, para los veclores no nulos, la proporcionalidad posee la
propiedad de simetria.

Una generalizacién del concepto de proporcionalidad de vectores
es la nocién siguiente (con la que ya nos encontramos en el § 4,
para el caso de las filas de las matrices): se dice que el vector B es una
combinacidn lineal de los vectores oy, ¢y, . .., @, si existen unos
nimeros Iy, Iy, ..., I; tales que

P=lioy+ yms ...+ L,

Por lo tanto, la j-ésima componente del vector B, j — 1, 2, . .., n,
en virtud de la deflinicion de la suma de veclores y del producto
de un vector por un nimero, es igual a la suma de los productos
de las j-ésimas componenies de los vectores oy, oo, . . ., ¢, por
los ntimeros !, I, ..., I, correspondientemenle.

Se dice que el sistema de vectores

Cyy Oy - -y Gpoyy Ty (r}/2) {1)

es linealmente dependiente, si al menos uno de estos vectlores puede
expresarse como combinacidn lineal de los demis vectores del sis-
tema (1); en caso conlrario, se dice que el sistema (1) es linealmente
independiente.

Senalemos otra forma de esta importantisima deflinicion: el sis-
tema de veclores (1) es linealmente dependiente, si existen unos

nomeros ky, ko, ..., k., entre los cuales al menos uno es diferente
de cero, de modo gue se verifica la igualdad
Ryorg 4 fegtty - L L e, =0, (2)

La demostraciéon de la equivalencia de estas dos deliniciones
no represenla dificullad alguna. Sea, por ejemplo, el veclor e, del
sistema (1), combinacién lineal de los demis vectores:

T LT ol e S RS S P POR
De aqui se deduce la igualdad
Loty b Lptta oo A 1poytpmy — o, = 0,

es decir, una igualdad de la forma (2), donde k; — I, para i =
=1,2, ..., r—1yk. = —1, es decir, k. = 0. Reciprocamente,
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supongamos que los vectores (1) estén ligades por la relacion (2),
en la que, por ejemplo, k. 5= 0. Entonces,
. ky | ) L
C‘-r—(—r C‘-r."("‘r]%‘i‘---'.‘( _;‘:_)ar—tv
es decir, resulla que el veclor ¢, es combinacion lineal de los vecto-
TS @y, Coy -+ oy Cp—y.

Ejemplo. El sistema de veclores
=05, 2, 1), = (—1, 3, 3), o3=(9, 7, 5), 2,=@3,8 T
es linealmente dependiente, puesto que los vectores estin ligados por la
relacion
Aoty — org — 3oty 2o, — 0.
En esta relacidon todos los coeficientes son diferentes de cero. Por otra parte.

entre nuestros veclores existen también otras dependencias lineales, en las que
algunos de los coeficientes son ignales a cero, por ejemplo

oty botg—og=0, 3uzi-az—2a;=0.

La segunda de las definiciones de dependencia lineal dada
anteriormente, se puede aplicar cuando r =1, o sea, al caso
de un sistema compuesto de un solo veclor cu: este sistema serd lineal-
mente dependiente cuando, y sélo cuando, . = 0. En efecto, si o = 0,
entonces, por ejemplo, para k = 1, se tiene koo = 0. Reciprocamente,
si ke = 0 y k=0, entonces, a = 0.

Sefialemos la siguiente propiedad del concepto de dependencia
lineal.

Si un subsistema del sistema de vectores (1) es linealmenle depen-
diente, lo es también todo el sistema (1).

En efecto, supongamos que los vectores &, &, ..., &, del
sistema (1), donde s < r, estan ligados por la relacion

feyoty + katta 4 . . .+ ks =0,

en la que no todos los coeficientes son iguales a cero. De aqui
se deduce la relacion

kyoty + kotto + ... Fhyots 400ty ... + 0.0, =0,

es decir, el sistema (1) es linealmente dependiente.

De esta propiedad se deduce la dependencia lineal de cualquier
sistema de vectores que contenga dos vectores iguales o, en general,
dos vectores proporcionales, asi como de cualquier sistema que con-
tenga al vector nulo. Obsérvese que la propiedad que acabamos
de demostrar se puede formular de otra manera: si el sistema de
vectores (1) es linealmente independiente, cualquier subsistema
del mismo es también linealmente independiente.
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Aqui surgen las preguntas: ;puede contener muchos vectores
un sistema linealmente independiente de vectores de n dimensiones?
y en particular, /existen tales sislemas con un nimero arbitraria-
mente grande de veclores? Para responder a estas preguntas, con-
sideremos en el espacio vectorial de r» dimensiones los veclores

e—, 0,0, ...,0),

ea=(0 1, 0, ..., 0) 3)

ta=(0, 0, 0, ..., 1),
denominados wvectores unitarios de este espacio.
El sistema de vectores unitarios es linealmente independiente. Sea

kisl -4~ r(fgl:q_ + e ke == 0
como el primer miembro de esta igualdad es igual al vector
(kyy feoy ooy k), Se tiene
' (hegs Jogyciny R)= 04

osea, f;, =0, | 1, 2, ..., n, puesio que todas las componentes
del vector nulo son ignales a cero y la ignaldad de veclores es equi-
valente a la igualdad de sus componentes correspondientes.

Por lo tanto, en el espacio vectorial de » dimensiones hemos
hallado un sistema linealmente independiente, compuesto de n veeto-
res. El leclor veri mdis adelante que en realidad, en este espacio
existen infinitos sistemas de éstos. Demoslremos, por olra parte,
el siguienle teorema:

Cualesquiera s vectores del espacio vectorial de n dimensiones
forman, para s > n, un sistema linealmente dependiente,

En efecto, supongamos que se han dado los vectores

&y = (i, @ ivvy Gins
Gy =@y, yp, ..., fyn),
g (@gys Wiy 505 Gun)s
Tenemos que elegic unos ndmeros ky, ky, ..., k,, no todos iguales
a cero, de modo que
feyoty L+ Fatte + .o kg, = (. (4)

Pasando de la igualdad (4) a las igualdades correspondientes
entre las componentes, obtenemos

"fll}lrl. ks ﬂ'zlkz b A L (131.).2, =1,
Aphy + @phia |- .. b agke=0,

Ay - @gnka .o gk, =0,
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Las igualdades (5) forman, sin embargo, un sisltema de n ecuaciones
lineales homogéneas respecto a ¢ incognitas &y, ks, . . ., &, El nime-
ro de ecuaciones en este sistema es menor que el nimero de incogni-
tas y, por consiguiente, como se ha demostrado al final del § 1, este
sistema tiene soluciones no nulas. Por lo tanto, se pueden elegir
unos mimeros &y, &., ..., &, no todos iguales a cero, que satisfaga
la condicion (4). Kl teorema queda demostrado.

Un gistema linealmente independiente de vectores de n dimen-
siones

@iy Bl o O (6)
se Hamari sistema linealmente independiente, maximal, si al agre-
garle cualquier vector B de n dimensiones, resulta un sistema lineal-
mente dependiente. Como en cualguier dependencia lineal gue liga
los veclores @y, ta, .. ., ¢, B, el coeficiente de f tiene que ser
diferente de cero (puesto gue, en caso contrario, el sistema (b) seria
linealmente dependiente), el vector B se expresard linealmente
mediante Jos vectores (6), Por ello, el sistema de vectores (6) es un sis-
tema linealmente independiente maximal, cuando, y solo cuando,
los vectores (B) son linealmente independientes, y cualquier vector p
de n dimensiones se expresa como combinacion lineal de ellos.

De los resnltados gue hemos obtenido anteriormente se deduce
que en el espacio de n dimensiones, lodo sistema, linealmente inde-
pendicnte, compuesto de n vectores, siempre es maximal, y también,
que cualquier sistema de vectores linealmente independiente maximal
no consta de mds de n vectores.

Todo sistema de vectores de n dimensiones, linealmente indepen-
diente, estd contenido, al menos, en un sistema linealmente inde-
pendiente maximal. En efecto, =i el sistema dado de vectores
no es maximal, se le puede agregar un vector de tal modo que
el sistema obtenido se manlenga linealmente independiente. Si este
sistema nuevo no es todavia maximal, se le puede agregar otro veclor
mds, ete. Naturalmente, este proceso no se puede continuar inde-
finidamente, puesto que cualquier sistema de veclores de n dimensiones,
compuesto de n -- 1 veclores, es ya linealmente dependiente,

Como cualquier sistema que consta de un s6lo vector no nulo
es linealmente independiente, resulla que cualquier vector no
nulo estd contenido en un sistema linealmente independiente maxi-
mal. Por consiguiente, en el espacio vectorial de n dimensiones existe
una infinidad de diversos sistemas de veclores linealmente indepen-
dientes marimales.

Surge la pregunta: jexisten en esle espacio sistemas linealmente
independientes maximales que contengan menos de n vectores,
o el nimero de veclores en cualquier sistema de éstos tiene que ser,
indispensablemente, igual a n? La respuesta a esla importanle pre-
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gunta se dard un poco mds adelante, después de hacer algunas obser-
vaciones.

Se dice frecnentemente, que el vector B se expresa linealmente
mediante el sistema de vectores

gy Ghpy wuey Oy, (.7)

si f es una combinacién lineal de ellos. Se comprende que, si el vec-
tor B se expresa linealmente mediante un subsistema de este sistema,
entonces se expresa lambién linealmente mediante el sistema (7).
Para demostrar esto, es suficiente tomar los otros vectores con los
coelicientes iguales a cero. Generalizando esta terminologia, se dice
que el sistema de vectores

ﬁ!' ﬁzv sy ﬂa (8)

se expresa linealmente mediante el sistema (7), si cada vector B;, i =
=1, 2 ..., sescombinacién lineal de los vectores del sistema (7).
Demostremos que para este concepto se cumple la ley tran-
sitiva: si el sistema (8) se expresa linealmente mediante el siste-

ma (7), y el sistema de veclores
Vv Vas «von Ve 1:9]

se expresa linealmente mediante ¢l sistema (8), entonces el sislema
(9) también se expresa lincalmente mediante el sistema (7).
En efecto

;
*.u-——}JI Libte #58% Bicowns B (10)

"
pero Bi= > Kiptm, i=1, 2, ..., 5. Sustituyendo en (10} estas
N e |

expresiones, obtenemos:

L T r 8

A A A

« Y= >.|’ "Ji( li '(!'Imccm) = 2. {E ;J('/l'fm)"x:m

i= e =1

m=1

o sea, cualquier vector y;, j = 1,2, ..., ¢ es combinacion lineal
de los vectores del sistema (7).

Dos sistemas de veclores se llaman equivalentes, si cada uno
de ellos se expresa linealmente mediante el otro. De la ley transitiva
que acabamos de demosirar, a la que satisface la propiedad de los
sistemas de vectores de expresarse linealmenle entre si, se deduce
el cumplimiento de la misma ley para el concepto de equivalencia
de los sistemas de vectores. De aqui también se deduce la afirma-
cion siguiente: siendo equivalentes dos sistemas de vectores, si un vector
se expresa linealmente mediante uno de estos sistemas, enlonces se
expresa también linealmenie mediante el otro.

No se puede afirmar que siendo linealmente independiente uno
de dos sistemas de vectores, equivalentes entre si, lo es también

5—252
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el otro. Si ambos sistemas son linealmente independientes, se puede
enunciar una proposicion importante sobre el niimero de vectores
que forman parte de ellos. Pero, dewmostremos primero el siguiente
teorema, que debido al papel gue va a desempeiiar en adelante,
lo denominaremos teorema fundamental.

Si en el espacio vectorial de n dimensiones se han dado dos sis-
temas de veelores:
() Oy, oy ey Cirs
(ll) Blf ﬁh gy ﬁsr
el primero de los cuales es linealmenle independiente y se expresa
linealmente medianie el segundo, entonces el mimero de vectores del
primer sistema no es superior al niimero de vectores del segundo sis-
tema, ¢s decir, r < s,

En efecto, supongamos que r = s, Por la hipdtesis, cada vector
del sistema (I) se expresa lincalmente mediante el sistema (I11):

oy Py - e L ayP
L TH1: PR B2 s A SIS S 2 s P (11)
2 ariﬁl -+ C(r'.’.pz g o c‘rsﬂ.s‘

Los coclicientes de estas expresiones lineales forman un sistema
de r vectores de s dimensiones:

Yo (21 @yzy oo ay),

Vo= {fa1y Gupy oo o)y
Vr=Aa@r1y Grzy .. ~» Ups).
Como r=s, vslos vectores son linealmente dependientes, o sea,
kl]’| +kavet oo hrye =10,
donde no todos los coeficientes Ay, ks ..., k, son iguales a cero.
De aqui, llegamos a las siguientes igualdades entre las componentes:
r
ul -
_Z,I;ﬂa[;-— 0, j_-'l, 2,.‘” 5. (12}
o

Consideremos ahora la siguiente combinacién lincal de los vectores
del sistema (I):
l)'71&:1 ‘:" kzaz 'JI‘ st krgr

2
o, abreviadamente, ) kio;. Aplicando (11) y (12), resulta:
=i

D ko= X ke (X aifi) = 2 (X kia) B;=0;
i=1 i=1 =1 i=1 1=t
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lo que, sin embargo, contradice a la independencia lineal del sis-
tema (1),

Del teorema fundamental que acabamos de demostrar se deduce
el resultado siguiente:

Dos sistemas equivalentes de vectores cualesquicra, linealmente
independientes, contiene el mismo nimero de vectores.

s evidenle que dos sistemas maximales cualesquiera de veclores
de n dimensiones linealmente independienles, son equivalentes.
Por consiguiente, se componen de un mismo namero de vectores,
¥y como existen sistemas de esle género compuestos de n vectores,
obtenemos por fin la respuesta a la pregunta que se hizo anlerior-
mente: toedo sistema de veclores linealmente independiente maximal
del espacio vectorial de n dimensiones consta de n veclores.

De los resultados obtenidos se pueden deducir también otras
congecuencias.

Si en un sistema dado de vectores, linealmente dependiente,
se han tomade dos subsistemas linealmente independientes maxi-
males, o sea, dos subsistemas a los cuales no se les puede agregar otro
vector del sistema sin vielar la independencia lineal, entonces estos
subsistemas contienen un mimero igual de veclores.

En efecto, si en el sistema de vectores

Oy Oloy = ooy Oy (13)
el subsiztema
Cyy Oy avwy Quy ST, (14)

es linealmente independiente maximal, entonces cualquiera de los
vectores g1y, ..., o, se expresard linealmente mediante el sis-
tema (14). Por olra parte, cualquier vector eo; del sistema (14)
se expresa linealmente mediante este sistema: es suficiente tomar
el mismo vector e; con el coeficiente 1, y todos los demis veelores
del sistema con el coeficiente 0. Ahora se ve ficilmente que los
sistemas (13) y (14) son equivalentes. De aqui se deduce que el sis-
tema (13) es equivalente a cualquiera de sus subsistemas linealmente
independiente maximales, por consiguiente, lodos estos subsislemas
son equivalentes entre si y. siendo linealmente independientes,
contienen un mismo niumero de vecltores.

Ll niamero de vectores de cualquier subsistema linealmente
independiente maximal de un sistema dado de vectores, se llama
rango de este sistema. limpleando esta nocion, deduzeamos otra
consecuencia mias del teorema fundamental,

Sean dados dos sistemas de vectores de r dimensiones

iy Clay ooy Sy (15)
y
Pro o -0 By (16)

o
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no necesariamente linealmenie independientes, y sea k, el rango del
sistema (15) y {, el rango del sistema (16). Si el primer sistema se expre-
sa linealmente mediante el segundo, entonces k <. 1. Si estos sistemas
son equivalentes, k = 1,

En efecto, sean

Oligy @fps =00y cc;h (17}

Bir ﬁis! -y 'B.i{ (18}

subsistemas arbitrarios linealmente independientes maximales de los
sistemas (15) y (16), respectivamente. Entonces, los sistemas (15)
y (17) son equivalentes entre si; esto mismo se refiere a los siste-
mas (16} y (18). Como el sistema (15) se expresa linealmente mediante
el sistema (16), resulta ahora que el sistema (17) también se expresa
linealmente mediante el sistema (16) y, por consiguiente, mediante
el sistema (18), equivalente a ¢!, después de lo cual no queda mas
que aplicar el teorema fundamental, empleando la independencia
lineal del sistema (17). La segunda afirmacién de la consecuencia
que demoslramos se deduce inmediatamente de la primera.

§ 10. Rango de una matriz

Dado un sistema de vectores de n dimensiones, surge la pregunta
natural. ¢(Fis linealmente dependienle esle sistema o no lo es? No
se puede esperar que en cada caso concrelo se obtenga sin dificultad
la solucion de este problema, Con un examen superficial seria dificil
observar alguna dependencia lineal del sistema de vectores

a=(2, —5, 1, —1), =1, 3, 6, 5), y=(—1, 4, 1, 2),

a pesar de que, en realidad, estos vectores estin ligados por
la relacitn
Too—3f+ 11y =0,

El § 1 proporciona un mélodo para la resolucién de este pro-
blema; como son conocidas las componentes de los vectores consi-
derados, llamando incognitas a los coeficientes de la dependencia
lineal buscada, obtenemos un sistema de eccuaciones lineales homo-
géneas, que se resuelve por el método de Gauss. En el presente pai-
rrafo se indicara otro método para abordar el problema considerado;
a la vez, nos aproximaremos considerablemente a nuestro objetivo
principal, que consiste en resolver sistemas arbitrarios de ecuaciones
lineales.
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Sea dada la matriz

Qyy Qyp - .. Gp

oy @ son
A= 21 W22 2n .

gy flgn « v Ggp

con s filas y n# columnas, donde los nimeros s y r no estan ligados
de ningin modo. Las columnas de esta matriz, consideradas como
vectores de s dimensiones, pueden ser, en general, linealmente
dependientes. El rango del sistema de columnas, o sea, el niimerc
maximo de columnas linealmente independientes de la matriz A4
(con mayor precision: el nimero de columnas que abarca cualquier
subsistema linealmente independiente maximal del sistema de colum-
nas), se llama rango de esta maltriz.

Se sobreentiende, que se podrian considerar de modo semejante
las filas de la matriz A como vectores de n dimensiones. Resulta
que el rango del sistema de filas de la matriz es igual al rango del
sistema de sus columnas, es decir, es igual al rango de esta matriz.
La demostracion de esla inesperadu afirmacion se obtendra después
de que indiguemos otra forma mas de definir el rango de ia matriz,
lo que propurcmnnrd a la vez un método para su cilculo,

Generalicemos primero ¢l concepto de menor al easo de matrices
rectangulares, Elijmnns arbitrariamente en la matriz A, k filas
y k columnas, £ < min(s, n). Los elementos situados en fas inter-
secciones de estas filas y columnas forman una matriz cuadrada
de FA-ésimo orden, cuyo determinante se llama menor de k-ésimo
ordern de la matriz A. A continuacion, nos van a interesar los 6rdenes
de los menores de la matriz 4, que son diferentes de cero, v, pre-
cisamente, el mayor de estos ordenes. Para hallarlo es conveniente
tener en cuenta la siguiente observacion: si todos fos menores de
k-ésimo orden de la matriz A son iguales a cero, entonces lambién
son iguales a cero todos los menores de orden superior. Fu electo,
desarrollando  cualquier menor de orden & -+ j, A<<k +j.<
< min (s, n), por los menores de cualesquiera k& [ilas, representamos
este menor, segin al teorema de Laplace, en forma de una suma
de menores de orden k, multiplicados por ciertos menores de orden j,
con lo que se demuesira que el menor de orden & - j es igual a cero.

Demostremos ahora el siguienle teorema sobre el rango de una
maltriz:

El orden superior de los menores, diferentes de cero, de una ma-
triz A, es igual al rango de esta matriz.

Demostracién. Sea r el orden superior de los menores de la ma-
triz 4, diferentes de cero. Supongamos —lo que no restringe la gene-
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ralidad de la demostracion—, que el menor D, de r-ésimo orden,
situado en ¢l angnlo superior de la izgnierda de la malriz A

TR TV (T P S T
D ]
cond
1 lﬂ,, B I PO TN B | T
' : = i *
Bppg, qe s ey, e iy, rite o ebpm
R ST P Haorine s -l

es diferente de ecro, ) == 0. Entonces, las primeras r columnas
de la malriz 4 sern lincalmente independientes entre si. Si hubiese
alguna dependencia lineal entre éstas. enlonees, como al sumar los
veetores sp simap sus componentes, entre las columnas del menor
D existiria la wmisma dependeneia lineal y, por consiguiente, el
menor f} seria igual a cero.

Demostremos ahora que cualquier -ésima eolumna de la ma-
triz A, r == {< n, os combinacion lineal de las primeras r columnas,
Tomemos cualquier i, 1< i<s, y formemos el determinante
auxiliar de (r  1)-ésimo orden

ype . o yefty

A

Qpyo s ety |7

fig. o o Alpftyy

que se obtiene sorlandor el menor D con los elementos correspon-
dientes de la /-6sima columna y de la i-ésima fila. Para cualquier i,
el determinante A; es igual a cero. lin efecto, si i > r, entonces
A; serd un menor de (r + 1)-ésimo orden de nuestra matriz A, y, por
lo tanto, es igual a cero, en virtud de la eleceion del namero r. Si ir,
entonces A; no serd ya un menor de la matriz A, puesto que no puede
ser obienido de esta matriz suprimiendo algunas de sus filus y cofum-
nas: sin embargo, el delerminanle A; contendrd ahora dos filas igua-
les y, por consignienle, serd de nuevo igual a cero.
Consideremos los complementos algebraicos de los elementos
de la altima fila del determinante A;. Es evidenle que el menor
D sirve de complemento algebraico para el elemento ay. Si 1 T
< r, el complemento algebraice del elemento a,; en A; serd el nilmero

fyge . 0y, joglly, jeye - flyrtly
; (e 1y i .
—‘lj (—1) ISR B LT R R

Arge v oflo jogfle jipe - Brrfley
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éste no depende de i y por eso se ha designado con 4 ;. Por lo tanto,
desarrollando el determinante A; por los elementos de su tltima
lila e ignalando a cero este desarrollo, puesto que A, = 0, obte-
nemos:

apdy+apdy . b ag A fagD =0,
de donde, en virtud de que D=£0,
A A. A
= —3'- a“—Tzﬂ-gg— e -—-—D'—r-ﬂ;,-.

Esta igualdad se verifica para todos los i, i =1, 2, ..., sy como
sus coeficientes no dependen de i, resulta que toda la /-ésima colum-
na de la matriz A es una suma de sus primeras r columnas, tomadas
; s Ay As Ar
respectivamente con los coef:(‘.wntes—T. YRR

Por lo tanto, en el sistema de las columnas de la matriz A hemos
hallado un subsistema linealmente independiente maximal com-
puesto de 7 columnas. Con esto queda demostrado que el rango
de la matriz A es igual a r, es decir, queda demostrado el teorema
sobre el rango.

Esle teorema proporciona un método para el cilculo prietico
del rango de la matriz, y también para la solucién del problema
sobre la existencia de dependencia lineal en un sistema dado de vec-
tores; formando una matriz para la que los vectores dados sirvan
de columnas, y calculando el range de esta malriz, obtenemos
el nimero mayor de vectores de nuestro sistema, linealmente inde-
pendientes.

El método para el cileulo del rango de una matriz, basado
en cl teorema sobre el rango, requiere el cileulo de un niimero
de menores de esta matriz que, aunque es finito, puede ser muy
grande. Sin embargo, la siguiente observacién da la posibilidad
de introducir en este método simplificaciones considerables. Si el lec-
tor examina otra vez mis la demosiracién del teorema sobre el rango
de la matriz, observari que al efectuarla no se aplico la igualdad
a cero de todos los menores de (r -+ 1)-6simo orden de la matriz A,
sino que se usaron solamente los menores de (r - 1)-6simo orden
que orlaban al menor dado D de r-ésimo orden, dilerente de cero
(0 sea, que lo contienen tolalmente dentro de si). Por lo tanto,
de la igualdad a cero solamente de estos menores, se deduce que r
es el maximo nimero de columnas linealmente independientes
de la matriz A. Esto Gllimo trae consigo la igualdad a cero de lodos
los menores de (r - 1)-ésimo orden de esta matriz. Llegamos a la
siguiente regla para el ecalculo del rango de una matriz:

Al caleular el rango de una matriz se debe pasar de los menores
de menor orden a los de orden mayor. Habiendo hallado un menor
D de k-ésimo orden diferente de cero, se deben calcular solamenle
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los menores de (k - 1)-ésimo orden que orlan al menor D: si todos
éstos son iguales a cero, el rango de esta malriz es igual a k.

Ejemplos.
L. Hallar ¢l vango de la maltriz
2 —4 3 1
1 —2 1 —4 2
A=lo 1—-1 31
4 —7T 4 —4 5

El menor de segundo orden, situado en el dngulo superior de la izquierda
de esta matriz, es igual a cero, Sin embargo, en esta matriz hay también
menores de segundo orden, diferentes de cero, por ejemplo,

—4 3
d= _91 #=0.
121 menor de tercer orden
2 —4 3
d'=|1 —2 1,
1] 1 —1

es un orlade del menor d, diferente de cero, ' =1, no obstante, los orla-
dos de euarto orden del menor d' son iguales a cero:

2 —4 3 1 2 -4 30
1 =2 44 {—2 12
0 1—1 3[=% [0 1 —11]|=%
4 —7 4 —4 4 —7 45

Por lo tanto, el rango de la matriz A es igual a tres.
5. Hallar un subsistema, linealmente independiente, maximal en el

sistema de veclores
=2, —2, —4) @g=(1, 9, 3}, ag=(—2, —4, 1), e,=(3, 7, —1).

Formamos la matriz
2414 —2 3
(ﬁzg_zf )
—43 1 -1

en la que los vectores dados sirven de columnas, El rango de esta-matriz es
igual a dos: el menor de segundo orden situado en el anguo superior de la iz-
quierda es diferente de cero, pero los dos menores orlados de él, de tercer orden.
son iguales a cero. De aqui se deduce que los vectores c, o, forman en el siste-
ma dado uno de los subsistemas linealmente independientes maximales.

Como consecuencia del teorema sobre el rango de una matriz,
demostremos la afirmacién ya enunciada anteriormente:

El mdzimo numero de filas lineatmente independienies de cual-
quier matriz es igual al mdximo nimero de sus columnas linealmentc
independientes, es decir, es igual al rangoe de la mairiz.
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Para la demostracion, irasponemos la malriz, o sea, sus
filas las hacemos columnas, conservando su numeracion. En la
transposicion, el miximo orden de los menores de la matriz dife-
rentes de cero no puede allerarse, pueslo que la trasponsicién no
altera al determinante y para cualquier menor de la matriz inicial,
el menor obtenido de él por transposicion esta contenido en la nueva
matriz y viceversa, De aqui se deduce que el rango de la nueva
matriz es igual al rango de la matriz inicial; éste a su vez es igual
al miximo nimero de columnas linealmenle independientes de la
nueva matriz, es decir, igual al midximo niimero de filas linealmente
independientes de la matriz inicial.

Ejemplo. En el § 8 se introdujo el conceplo de la forma lineal en n incognitas
y se diov la definicion de suma de formas lineales y de su producto por un nimero.
Esta definicién permite generalizar el conce rto de dependencia lineal, con todas
sus propiedades, para el caso de formas lineales.
Sea dado el sistema de formas lineales
fr=21+ 2y |23+ 32y,
fo Az — w0y - Dry— iy,
fa @y —das —zy— T,
far= 2y —ry— 75

Se necesita (bloFir en él un subsistema lincalmente independiente maximal.

Formemos [a matriz de los eoeficientes de estas [ormas:
i 2 132
4 —1 —5 —6
I —3 —4 —7
2 { —1 1]

¥ hallemos su vango. B meney de segunde orden, situado en ol dngulo superior
de la izquierda, ¢s diferente de cero. Pero. como ficilmente se comprueba, sus
cuatro determinantes orlados de tercer orden son iguales i cero. De aqui se
deduce que las primeras dos filas de nuestra matriz zon linealmente independien-
tes, mientras que la tercera v la cuarta son combinaciones lineales de ellas.
Por consiguiente, el sistema f,;, f, es el subsistema buscado del sistema dado de
formas lincales.

Sefalemos otra consecuencia importante del teorema sobre
el rango de una malriz.

Un determinante de n-ésimo orden es igual a cero enando, y sélo
cuando, entre sus filas existe una dependencia lineal.

i una direceion, esta afirmacion ya estd demostrada en el § 4
(propiedad &), Supongamos ahora que se ha dado un determinante
de n-ésimo orden igual a cero o, en otras palabras, una matriz cua-
drada de n-ésimo orden, cuyo finico menor de miaximo orden es igual
a cero. De aqui se deduce que el miximo orden de los menores
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de la matriz que son diferentes de cero es menor que 1, o sea, que el
rango es menor que 72, y, por lo demostrado anteriormente, las filas de
esta malriz son linealmente dependientes,

Se sobreentiende que en el enunciado de la consecuencia que
hemos demostrado se puede hablar de las columnas del determinante,
en lugar de las filas.

Existe también otro método para calcular el rango de una matriz que no
esta ligado con el teorema sobre el rango y que no requiere el cileulo de determi-
nantes. Pero se puede aplicar solamente cuando se quicra determinar el mismo
rango y no interese saber qué columnas (o filas) son las que precisamente forman
un sistema lincalmente independiente maximal. Veamos este método.

Se llaman transformaciones elementales de una matriz A a las signientes:

(a) la permutacion (trasposicion) de dos filas o de dos columnas;

(b) la multiplicacién de una fila (o de una columna) por un nimero arbi-
trario diferente de cero;

{¢) la suma a una fila (0 a una columna) de otra fila (columna) multipli-
cada por un nimero,

Ficilmente se observa que las transformaciones elementales no alteran el
rango de la matriz. En efecto, si, por ejemplo, se aplican estas transformacio-
nes a las columnas de la matriz, entonces o]l sistema de columnag, consideradas
como vectores, se sustituye por otro equivalente, Demostremos esto solamente
para la transformacion (¢}, puesto que para las (a) y (b), es evidente. Supongamos
que a la i-ésima columna se agrega la j-ésima columna, multiplicada por el nime-
ro k. Si antes de la transformacidn, los vectores

Chpy svey Efy voey Bfe =uvs O u}

servian de columnas de la matriz, después de la transformacién servirin de
columnas los vectores

Gy vony @)= @Koy ooy gy ey G (2)
£l sistema (2) se expresa linealmente mediante el sistema (1), La igualdad

oty =ot; — ket ;

muestra a su vez, que el sistema (1) se expresa linealmente mediante el (2). Por
consiguiente, estos sistemas son equivalentes, y sus subsistemas, linealmente
independientes maximales estdn compuestos de un mismo nimero de vectores.

Por lo tanto, para calcular el rango de una matriz, se puede simplificar
previamente mediante una combinacion de transformaciones elementales.

Se dice que una matriz que consta de s filas y n columnas es de forma diago-
nal, si todos sus elementos son iguales a cero, a excepeidn de los elementos ayy,
sy -eey @pp {donde 0 < r < min (s, n)), que son iguales a la unidad. Es evidente
que el rango de esta matriz es igual a r.

Toda matriz se puede reducir a la forma diagonal mediante transformaciones
elementales.

En efecto, sea dada la matriz

@4 ... g0
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Si todos sus elementos son iguales a cero, esta tiene la forma diagonal. Si en ella
hay elementos diferentes de cero, trasponiendo filas y columnas se puede con-
seguir que el t_leme-nlo @y Sed diferente de cero. Multiplicando después la prime-
ra fila por ayl, convertimos el elemento ayy en la unidad. Restando ahora de la
j-ésima columna, j =1, la primera columna, multiplicada por a;;, se qmtltuvo
por cero el elemento ay;. Efectuandoe esta transformacion con to éas las colum-
nas, comenzando con la segunda, ¥ también con todas las filas, llegaremos a la
matriz de la forma:

1 0 0
0 apy ... a3y

LU S RPN M

Luego efectuamos estas mismas transformaciones con la matriz que queda en el
angnlo inferior de la derecha, ete., ete., Después de reiterar este proceso una
cantidad finita de veces, llegaremos a la matriz diagonal que tiene el mismo
rango que la matriz inicial A.

Por lo tanto, para hallar el rango u’e wna matriz hay que redieir esta matriz
medianle transformaciones elementales a la forma diagonal y calewfar el mimere
de unidades que hay en sw diagonal principal.

Ejemplo. Hallar el rango de la malriz

02 —4
—1 —4 5
Fas i 1 i .
{ 5 —10
2 3 0

Trangsponiendo en esla matriz la primera ¥ segunda columna, y mulli-

. 5 . . 1 .
plicando la primera fila por el nmimero —, llegamos a la matriz

2
1 0 =2
—4 —1 a
1 37 .
5 0 —10
3 2 Q

Agregando a su tercera columna Ly primera duplicada y agregamndo después a cada
una de las demds filas un multiplo de la nueva primera fila, oblenemos lo matriz

I 0 1]
-1 =3
4] 3 9
0 1] 0
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Finalmente, multiplicando la segunda fila por —1, restando de la tercera colum-
na la segiunda. multiplicada por tres, y restando de la lercera y quinta filas
unos miltiplos de la segunda fila nueva, llegaremos a la forma diagonal buscada

L 0 o
0 1 0
[V ]
o 0 0
o 0 a0

Por lo tanlo, el rango de la malriz A es igual a dos.

En el cap. 13 nos encontraremos otra vez con las transformaciones elemen-
tales y con la forma diagonal de la matriz; pero serin matrices cuyos elementos
no seran ndmeros sino  polinomios.

§ 11. Sistemas de ecuaciones lineales

Estudiaremos ahora sistemas arbitrarios de ecuaciones lineales,
sin suponer que el niimero de ecuaciones sea igual al nimero de incog-
nitas. Nueslros resultados se podrin aplicar también al caso (que
quedé sin examinar en el § 7) en el que el nimero de ecuaciones sea
igual al nimero de incdgnitas, siendo el determinante igual a cero.

Sea dado un sistema de ecuaciones lineales

ATy ATy oo b @y = by,
Aoy Xy 1 Qaody 4 o oo - Aoy = b, (1)
UuiT) + BagTo+ - - - | Bonn = by

Como sabemos por el § 1, anle todo se debe resolver el problema
sobre la compatibilidad de este sistema. Con este fin, tomemos
la matriz A de los coeficientes del sistema y la matriz «amplia-
da» A, obtenida al agregar a la matriz A la columna de los términos
independientes,

Ay fyy o oo Ay Ay Az .. Gy by
Aoy gy ... Aoy, - Qay @as ... Gop b

A oo 2 ; A i 1 an M2 !
Qg gy oo Qup @gy Qgp - - - @sn by

y calculemos los rangos de estas matrices. s ficil ver que el rango
de la matriz A, o es igual al rango de la matriz A, o es mayor en
una unidad. En efecto, tomemos un sislema maximal de columnas
de la matriz A, linealmente independiente. Este también sera lineal-
mente independiente en la maltriz 4. Si conserva también la pro-
piedad de ser maximal, o sea, que la columna de los términos inde-
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pendientes se expresa linealmente mediante el mismo, entonces los
rangos de las matrices 4 v A son iguales; en caso contrario, agregando
a este sistema la columna de los términos independienles, obtenemos
el sistema linealmente independiente de columnas de la matriz A4,
que en ésta serd maximal,

El problema de la compalibilidad de un sislema de ecuaciones
lineales se resuelve difinitivamente con el siguiente teorema.

Teorema de Kronecker-Capelli. El sistema de ecuaciones (1)
es compatible cuando, y silo cuande, el rangoe de la matriz amplia-
da A es igual al range de la matriz A.

Demostracién. 1. Supongamos que el sistema (1) es compatible
vy que Ky, &2, ..., k, es una de sus soluciones. Sustituyendo estos
numeros en lugar de las ineognitas del sistema (1), oblenemos 5 iden-
tidades, que muestran que la altima columna de la matriz A es una
suma de todas las demds columnas, tomadas con los coeficientes
by, sy oo, Ky, respectivamente. Cualguiera olra columna de la ma-
triz s forma parte también de la malriz A y, por eso, se expresa
linealmente mediante todas las columnpas de esta matriz. Reciproca-
mente, toda columna de la matriz A es también eolumna de la ma-
triz A, o sea, se expresa linealmente mediante las columnas de esta
matriz. De aqui se deduce que los sistemas de columnas de las matri-
ces A v A son equivalentes entre si, Porconsiguiente, como se demos-
tré al final del § 4, estos dos sistemas de veclores de s dimensiones
tienen un mismo rango; en otras palabras, los rangos de las malri-
ces Ay A son iguales entre si.

2. Supongamos ahora que las matrices A y A Lienen un mismo
rango. De esto se deduce, que cualquier sistema linealmente inde-
pendiente maximal de columnas de la matriz 4 se mantiene también

en la matriz A como sislema linealmente independiente maximal.

PPor o tanto, la Wiltima celumna de la matriz A se expresa lineal-
menle mcdumte esle sistema y, por consigniente, mediante el sis-
tema de columnas de la matriz A. Asi que exisle un sistema de coe-
ficientes £y, ko, . .., A, tal que la suma de las columnas de la ma-
triz /1, tomadas con estos coeficientes, es igual a la columna de los
términos independientes. De agul gue los ndmeros &, k., . by
formen una solucidn del sistema (1). Por ello, Ia coincidencia de los
rangos de las matrices A y A trae consigo la compalibilidad del
sistema (1),

El teorema queda demostrado.

Al aplicar esle leorema en los ejercicios priclicos, es necesario
caleular primero el rango de la matriz 4. Para esto hay que hallar
uno de los menores de la mairiz que sea diferente de cero y euyos
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orlados sean iguales a cero; sea éste el menor M. Después se deben
calcular todos los menores de ta matriz A que son orlados de A, pero
gte no estén conlenidos en A (los llamados determinanies caracte-
risticos del sistema (1)). Si todos éstos son iguales a cero, el rango
de 1a matriz A esx igual al rango de la matriz A ¥, por consiguiente,
el sistema (1) es compatible; en caso conlrario, es incompatible,
De aqui gue el teorema de Kronecker-Capelli se pueda enunciar
del modo signienle: el sistema de ecuaciones lineales (I es compa-
tible cuando, y silo cuando, lodos sus determinantes caracteristicos
son liguales a eero,

Supongamos ahora que ¢l sistema (1) es compatible. El teorema
de Kronecker—Capelli, mediante el que establecemos la compa-
tibilidad de este sistema, afirma la existencia de una solucion;
mas éste no proporciona ningin métode para la averiguacién prictica
de todas [as seluciones del sistema. Pasemos ahlora a resolver este
problema.

Supongamos que la matriz A es de rango r. Como se ha demos-
trado en el pirralo anterior, r es el miximo nimero de filas lineal-
mente independientes de la malriz A, Para precisar, supongamos
que las primeras ¢ filas de la matriz A son linealmente independien-
tes, v que cada una de las demds es combinacion lineal de ellas.
Entonces, las primeras r filas de la malriz A seran también lineal-
mente independicntes: toda dependencia lineal enlre ellas serin
también una dependencia lineal entre las primeras r filas de la ma-
triz A (ivéase la definicion de la suma de vectores!). De la coinci-
denciz de los rangos fe las matrices A y A se deduce que las pri-
meras r filag de la matriz A forman en ésta un sistema maximal de
filas linealmente independiente, o sea, que cualquier otra fila
de esta malriz es combinacidn lineal de ellas.

De aqui se deduce que cualquier ecuacion del sistema (1), se pue-
de representar como una suma de las primeras r ecuaciones, lomadas
con ciertos coeficientes, lin consecuencia, cualguier solucién simul-
tdnea de las primeras r ecuaciones satisface también a todas las
ecuaciones del sistema (1). Por consiguiente, es sufliciente hallar
todas las soluciones del sislema

ATy ATy - oo b Byl = by,
o Ty - Qap@y -« -+ + UapTp == g,

2)

dply + @raka o e, = br-
Como las filas formadas por los coeficientes de las incognitas

en las ecuaciones (2) son linealmente independientes, o sea, la ma-
triz de Jos coeficientes es de rango r, se tiene que r < n. Ademas,
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al menos uno de los menores de r-ésimo orden de esta matriz es dife-
rente de cero. Si r = n, entonces (2) serd un sistema con igual niimero
de ecuaciones que de incognitas y con un determinante diferente
de cero, por lo que éste y Lambién el sistema (1), tendrin solucién
unica, que es precisamente la que se calcula por la regla de Cramer.

Supongamos ahora que r << n, y para precisar, supongamos que
es diferente de cero el menor de r-ésimo orden, formado por los
coeficientes de las primeras r incognitas. Traslademos al segundo
miembro, en cada una de las ecuaciones (2), todos los términos que
contienen las incognitas z,.,, , . .., x, y elijamos para estas incog-
nitas algunos valores ¢,.,, ..., ¢,. Obtenemos un sistema
de r ecuaciones

ATy + Qua@y + o oo Qe = By — Ay, r44Crag — . . . —QynCy,

ATy + Aopy + oo F Aty by —dy, riCpsy — .. —amey, 3
ApyZy | Aot oo A A= b —@p riyCri— ... — ey,
con respeclo a r incognitas, ay, s, ..., . A esle sistema se le pue-
de aplicar la regla de Cramer, poseyendo por lo tanlo, una solucion
unica, ¢y, €s, . .., ¢,;; es evidenle gue el sistema de nimeros
Cyy €y o voy €y Coigy o . .. €4 represenla una  solucion del siste-
ma (2). Como los valores ¢y, . . ., ¢,, para las incognitas ar..,,

.oy &y, lamadas incignitas independientes, podian ser {‘|(‘gl[]u‘%
arbitrariamente, se pueden obtener de este modo infinitas soluciones
digtintas del sistema (2),

Por otra parte, toda solucion del sistema (2) se puede oblener
por el método indicado: i se ha obtenido alguna solucion ¢, ¢a, .

.+, €, del sistema (2), como valores para las incognitas indepen-
dientes tomamos log ndmeros ¢4, . . ., €,. Vntonces, los nime-
ros €y, Ca, . . ., ¢, serin solucion del sistema (3) y, por consiguiente,
formarin la dnica solucion de este sislema, que se caleula por
la regla de Cramer.

Todo lo expuesto anleriormente se resume en la siguiente regla
para la solucién de un sistema arbitrario de ecuaciones lineales:

Sea dado un sistema compatible de ecuaciones lineales (1) y sea
r el rango de la matriz A de los coeficientes del sistema. Elijamos
en A, r filas lincalmente independientes y dejemos en el sistema (1)
solamente aquellas ecuaciones, cuyos coeficientes forman parle de las
filas clegidas. Dejemos en los primeros miembros de estas ecuaciones
v incdgnitas, de modo que el determinante formado por los coeficien-
tes de cllas sea diferente de cero, mientras que las olras incégnitas
lasconsideramos independientes, trasladdndolas a los segundos miembros
de las ecuaciones, Dando valores numéricos arbitrarios a las incignitas
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independientes y caleulando los valores de las demds incignitas por
la regla de Cramer, oblenemos todas las soluciones del sistema (1).
He aqui de nuevo el enunciado del resultado obtenido:
Un sistema compatible (1) tiene solucidn inica cuando, y silo
cuando, el rango de la matriz A es igual al nimero de las incégnitas.
Ejemplos. 1. Resolver el sistema
Sy — #pt2z3— 1,17,
2ry b xofdzy—2x,—1,
ry— dzg—bzg bz, =0.
B rango de Ja matriz de los coeficientes es igual a dos: el menor de segundo
orden, situado en el dngulo superior de la izquierda de esta matriz, es diferente

de cero, pero ambos menores orlados de tercer orden son iguales a cero.
El rango de la matriz awpliada es igual a tres, puesto que

D —17
2 1 1]l=—80 0.
I —30

De agui se deduce gue el sistema es incompatible.
2. Resolver el sistema
T.‘J,’i-':'32.‘2=- 2,
7 — 2y = —3,
dry —-8xs—= 11
El rango de la matriz de loz coeficientes es ignal a dos, o sea, es igual al
nimero de incognitas; el rango de la matriz ampliada también es igual a dos,
Por lo tanto, el sistema es compatible y tiene solucién unica. Los primeros
miembros de las primeras dos ccuaciones son linealmente independientes; resol-
viendo el sistema de estas dos ecuaciones, obtenemos los siguientes valores para
las incignitas:
23
Ty ———, TS ———.
! A
Vemos ficilmente que esta solucién satisface tambifn a la tercera ecuacion,
3. Resolver el sistema
i Ay—R2ag— ot =1,
3ry— 3y Tgday-dzp=4,
xy -"—512—-933—-82’5 I g ={.

Il sisterma es compatible, puesto que el rango de la matriz ampliada al igual
ue el de la matriz de los coelicientes es igual a dos. Los primeros miembros
ge la primera y tercera ecuaciones son linealmente independientes, puesto
que los coelicientes de las incignitas z, y 2, forman un menor de segundo
orden diferente de cero. El sistema de estas dos ceuaciones lo resolvemos supo-
niendo que las incdgnitas z3, z;, x5 son independientes; para ello, trasladamos
éstas a los segundos miembros de las ecuaciones y suponemos que ya se les han
atribuido valores numéricos. Aplicando la regla de Cramer, obtenemos:

1 3
=T Ty T e
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Estas igualdades determinan la selucidn general del sistema dado: asignan-
do a las incdgnitas independientes valores numéricos arbitrarios, obtenemos
todas las soluciones de nuestro sistema. Asi pues, son soluciones de nuestro siste-
ma, por ejemplo, los vectores (2, 5, 3, 0, 0), (3, 5, 2, 1, —2), (0, — 1?,—1, 1, —:—).
ete, Por otra {)ar@e, sustituyendo las expresiones para z; y z; de la solucién
general en culquiera de las ecuaciones del sistema, por ejemplo, en la segunda,
que fue anteriormente excluida, oblenemos una identidad.

4. Resolver el sistema

by ap—2x5 | x;= 3,
2y —2rp— zg-2x,= 2,
2y - By — ry = —1,
3zt 3rp— zp—3x,= 1.

A pesar de que el nimero de ecuaciones es igual al nimero de incégnitas,
no se puede n[]hcar la regla de Cramer, pues el determinante del sistema es
igual a cero. El rango de la matriz de los coeficientes es igual a tres: en el dngulo
superior de la derecha de esta matriz estd situado un menor de tercer orden,
diterente de cero. El rango de la matriz ampliada también es igual a tres, es
decir, el sistema es compatible. Examinando solamente las primeras tres ecua-
ciones y tomando la incégnita z; como independiente, obtenemos la solucién
general en la forma:

1 2 8
Fg= ———Txi, Ty== —-E—Ir

5. Sea dado un sistema compuesto de n - 1 ecuaciones respecto a n incég-
nitas. La matriz ampliada 4 de este sistema es cuadrada, de orden pn - 1.
Signuestro sistema es compatible, entonces, segiin el teorema de Kronecker-
Capelli, el determinante de la matriz A tiene que ser igual a cero.

Asl, pues, sea dado el sistema

x4 —8Birg - 3,
2xy - omp = 4,
dxy -Tag= —4.

El determinante de los coeficientes y de los términos indepindientes de eslas
ecuaciones es diferente de cero:

t —8
2 1
4 7 —4

por lo tanto, el sistema es incompatible.

En general, Ia afirmacidn reciproca no es justa: de la igualdad a cero del
determinanle de la matriz A no se deduce la coincidencia de los rangos de las
matrices A y A.

6-—-252
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§ 12. Sistemas de ecuaciones lincales homogéneas

Apliguemos los resultados del parrafo anterior al caso de un sis-
tema de ecuaciones lineales homogéneas:

TPl o T I o I E 0,
Uy + Bpp®g - - o - b Condy =0, 0
BoyTy + Beakp-i- + o o+ Qynn =0,

Del teorema de Kronecker-Capelli se deduce que este sislema
siempre es compatible, puesto que, agregando una columna de ceros,
no se puede elevar el rango de la matriz. Por cierlo, esto se observa
inmediatamente, ya que el sistema (1) siempre posee la solucidn
rula (0, 0, ..., 0)

Supongamos que la matriz A de los coeficientes del sistema (1)
es de rango r. Si r=n, la solucidn nula es la inica solucidn del sis-
tema (1); si r<<n, el sistema posee también soluciones diferentes
de la nula; para hallar todas estas soluciones se emplea el mismo
método que anteriormente se usd en el caso de un sistema arbitrarie
de ecuaciones. Bn particular, un sistema de n ecuaciones lineales
homogéneas con n incignitas tiene soluciones diferentes de la nula
cuando, y sélo cuando, el determinante de este sistema es iguatl a cero®.
En efecto, la igualdad a cero de este determinante es equivalente
a la afirmacién de que el rango de la matriz 4 es menor que 2. Por
otra parte, si en el sistema de ecuaciones lineales homogéneas el nime-
ro de ecuaciones es menor que el rimero de incégnitas, el sistema
posee indispensablemente soluciones dijerentes de la nulg, puesto
que en cste caso e} rango no puede ser igual al nimero de las incog-
nitas; este resultado fue obtenido en el § 1 por medio de olros
razonamientos.

Veamos en particular el caso de un sistema, compuesto de n — 1 ecraciones

homogéneas con respecto a4 » incégnitas, en el que se supone que los primeros
miembros de las ecuaciones son linealmente independientes entre si. Sea

ayq &12 ses Mg
[ PR
“I.: ﬂz‘ :2 2“
fn.i, 1 On-1,2 +++ On-in

la matriz de los coeficientes de este sistema; designemos con M; el menor de
{n — 1)-6simo orden, obtenido después de suprimir en la matriz A la i-ésima
columna, { = 1, 2, ..., n. Entonces, una de las soluciones de nuestro sislema se-
ré el sistema de nimeros

Mgy, =My, Mg —My, ..., (—1)7"1 My, @

* Una mitad de esta afirmacion se demostré ya en el § 7.
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v cualquier otra solucidn serd proporcional a ésta.

Demostraciéon. Como, por hipdtesis, el rango de la matriz A es igual
an — 1,uno de los menores M; tiene que ser diferente de cero; supongamos
que sea M,. Tomemos la incdgnita z, como independiente y la traslademos al
sogundo miembro en cada una de las ecuaciones, obteniendo:

\ .
¥y - 8gaTp-ba.. i 8y, p-1¥noy= —anTn,
[V -+ Agpra-t=...-+  @a, n_4Tp_|= —ApnTn,
8n_4, 124+ 8ny, %2} - - -+ Bng, n=1Fn_1 = —ln_y, nTn.

Aplicando ahora la regla de Cramer, obtenemos la solucién general del sistema
dado de ecuaciones, la cual, después de sencillas transformaciones, puede ser
expresada de la forma siguiente:

M 3

zy = (— 1)1 M; Ty i=1, 2, ..., n—1. 3

Haciendo z, — (—1)"-1 M,, obtenemos: z( = (—1)2"=i-1 M, ¢ =1, 2,...,n—1,
o bien, como la diferencia (Zn — i — 1) — (i — 1) = 2n — 2i es un nimero

par, r; = (—1)'"1 M, es decir, el sistema de nimeros (2) es verdaderamente
una ﬁniucidn de nuestro sistema de ecuaciones. Cualquier otra solucidn de este
sistema se obtiene de las {érmulas (3) con atro valar nimerico de la incignita
z,, por lo que serd proporcional a la solucién (2). Se comprende que la afirma-
cion considerada es justa también cnando M, = 0, siendo diferente de cero
uno de los menores My, 1 </ < n — 1.

Las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas

poseen las siguientes propiedades. Si el vector B = (by, bs, ...
..., by) es una solucion del sistema (1), entonces, para cualquier
numero k, el vector kfp = (kby, kbs, ..., kb)) también serid solu-

cion de este sistema. Esto se comprueba inmediatamente por sus-
titucién en eualquiera de las ecuaciones (1). Si, ademis, el vector

v = (cy, €2, ..., ¢} es otra solucidn del sistema (1), el vector
By = (bt ey, bp oo ..., b, ley) tambidn serd solucién
de este sistema:

n L n

_El au(b‘,-}—c_,) = l‘; ﬂ,-j{i_;—i—j}_‘; ajicy '-—-0, b= 1. 2. . 1

= j= =

PPor eso, en general, cualquier combinacién lineal de soluciones del
sistema homogéneo (1) serd también soluciin de este sistema. Obsér-
vese que en el caso de un sistema no homogéneo, o sea, de un sistema
de ecuaciones lineales, cuyos términos independientes no son todos
iguales a cero, la afirmacién correspondiente no se cumple: ni la
suma de dos soluciones de un sistema de ecuaciones no homogéneas,
ni el producto de una solucion de este sistema por un niimero, sera
ya solucion de esle sistema.

Por el § 9 se sabe que cualquier sistema de vectores de n dimen-
siones, compuesto de mds de » vectores, es linealmente dependiente.
De agui se deduce que entre las soluciones del sistema homogé-
neo (1) (como es sabido, éstas son vectores de n dimensiones) se pue-

[d
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de elegir un sistema jirifo lincalmenle independiente maximal
de modo que sea maximal en el sentido de que cualquier otra solu-
cion del sistema (1) sea combinacion lincal de las soluciones que
forman parte de esle sistema elegido. Todo sistema maximal de solu-
ciones linealmente independientes del sislema de ecuaciones homo-
géneas (1), se llama sistema fundamental de soluciones.

Subrayemos olra vez mas que un vector de n dimensiones es solu-
cién del sistema (1) si, y sélo si, éste es combinaeton lineal de los
vectores que forman el sistema fundamental dado.

Se entiende que existirdi un sistema fundamental solamente
en el caso en que el sistema (1) tenga soluciones no nulas, o sea,
cuando el rango de su malriz de los coelicientes sea menor que
el niimero de las incognitas. En tal caso, el sistema (1) puede tener
muches sistemas de soluciones fundamentales diversas. Sin embargo,
todos cstos sistemas seran equivalentes entre si, puesto que cada
vector de cada uno de estos sistemas se expresa linealmente mediante
cualquier otro sistema. Por ello, los sistemas constan de un mismo
nimere de soluciones.

Subsiste el siguiente teorema:

St el rango v de la matriz de los coeficientes de un sistema de ecua-
ciones lineales homogéneas (1) es menor que el nimero de las incig-
nitas n, enlonces cualquier sistema fundamental de soluciones del
sistema (1) consta de n — r soluciones.

Para la demostracion, observemos que n — r es el nimero
de incognitas independientes en ol sistema (1}; supongamos que
las incOgnitas independientes son: Z,i, Tz, . . ., Ty, Considere
mos un determinante cualquiera d, de orden n — r dilerente de cero,
que lo escribiremos de la forma siguiente:

€, rets Cp, 2. s B
d— Cy, rity Ca, reo, eay Cop .
Cner, ritr Cner, r421 + o1 Cn=r, n

Tomando los elementos de la i-ésima fila de esle determinante,
1ig n—r, como valores para las incognitas independientes,
obtenemos como es sabido, unos valores univocamente determinados
para las inedgnitas x, @, . .., T, 0 sea, Hegaremos a una solu-
cién completamente determinada del sistema de ecuaciones (1)
escribamos esta solucidn en forma de vector

ty=1{C11s €izs + -1 Ciry Ci, raty €1y p4y -+ oy Cin)e

El sistema obtenido de vectores o, @2, ..., Q- representa
un sistema fundamental de soluciones del sistema de ecvaciones (1).
En efecto, este sistema de vecltores es linealmente independiente,
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puesto que la matriz formada por estos vectores como filas contiene
un menor d, de orden n — r, diferente de cero. Por otra parte, sea

B="_(bs, bo, ..., by bress brizy - .., bn)

una solucion arbitraria del sistema de ecuaciones (1). Demostremos
que el vector p se expresa linealmente mediante los vectores
Oy, Pz, ..y Cly—r.

Designemos con aj, i =1, 2, ..., n—r, la i-ésima fila del
determinante d, considerada como un vector de (r—r) dimensiones
y sea

ﬁ" = leh br+2~ ity bn)-

Los vectores af, i=1, 2, . .., n—r sonlinealmente independientes,
va que d==0. Sin embargo, el sistema de vectores de (n —r) dimen-
siones
GE;E "1;, T — Q’-;l r i‘"
es linealmente dependiente, debido a que en éste el nimero de vecto-
res es mayor que las dimensiones de ellos. Por consigniente, existen
unos numeros Ky, ko, ..., k-, tales que
B =k - kotg -+ o - o Rn-rtin oy (4)
Examinemos ahora el vector de n dimensiones
62;!';'351 7 L S e S o A
El vector §, siendo combinacion lineal de las soluciones del sistema
de ecuaciones homogéneas (1), representa lambién una solucion
del mismo. De la igualdad (4) se deduce que en la solucidn 8 los
ralores para todas las ineognitas independientes son iguales a cero.
No obstante, la tnica solucion del sistema de ecuaciones (1) que
resulta con los valores iguales a cero para las incognitas indepen-
dientes, es la solucion nula. Por lo tanto, & = U, de donde
[V N A e P U S S
El teorema queda demostrado.

Obsérvese que la demostracion expuesta nos permite afirmar
que tomando por d todos los determinantes posibles de orden n—r,
diferentes de cero, obtenemos todos los sistemas [undamentales
de soluciones del sistema de ecuaciones homogéneas (1).

Ejemplo. Sea dado el sistema de ecuaciones lincales homogéneas *

dxy -l ga— Bxg - 2a,t- 350,
2ry— 23— dzg— Tr, 4 2z;=0, J}
Ty 1lzy — 1225 341;—.11, =10, {

ry— dxp-t Barg— e, -1
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E! rango de la matriz de los cocficientles es ipual a dos; el pimere de
inchgnitas es igual a cinco. Por consiguiente, cualquier sistema fundamental
de soluciones de este sistema de ecuaclones consta de tres soluciones. Resolva-
mos el sistema limitindonos a las dos primeras ecuaciones linealmente indepen-
dientes y tomando como independientes las incognitas z3, =z, z5. Obtenemos
la solucion general do la forma:

19 3 1
xt-_:—-s— xg-! F:r"_l’_-. T
x4 x____‘.i.ﬁ: L
- B L T

Tomemos lhiego los siguientes tres vectores de tres dimensiones, linealmente
independientes: (1, 0, 0}, (0, 1, 0}, (0, 0, 1), Sustituyendo las componentes de
cada uno de ellos en la soluciin general, en calidad de valores para Sas incogni-
tas independientes, v, calculando los valores para z; y x», obtenemos el siguien-
te sistema fundamental de soluciones del sistema dado de ecuaciones:

19 7 5 o )
ap= (‘g-, 5 b0 ﬁ) y Gy {"g. “%. o 1, 9) s

s (-__i-, +.0.0, ).

Por tltimo, consideremos la relacion que existe entre las solu-
ciones de los sistemas homogéneos y ne homogéneos. Sea dado
un sistema de ecuaciones lineales no homogéneas:

@y Ty b ATy o+ o o @@ = by,
Uoyy - @paTy - o o0 dogdy = ba, )
ayTy + @y -|- -« - | QenTn = by

1 sistema de ecuaciones linecales homogéneas
ATy EppTs 4 .o - GynTy =0,
‘@oyTy - BTt - F ApnTn =10, 6)
ATy - Qoo+ - o« + U Tn =1,

obtenido del sistema (5) al sustituir por ceros los términos inde-
pendientes, se llama sistema reducids. Entre las soluciones de los
sistemas (5) y (6) existe una notable relacién, como lo muestran
perfectamente los dos teoremas siguientes:

1. La suma de cualquier solucién del sistema (D) con cualquier
solucidn del sistema reducido (B) serd nuevamente solucién del sis-
tema (5).

En efecto, sea ¢y, €3, ..., €, una solucién del sistema (5)
ydy, ds, ..., d,, una soluciéon del sistema (6). Tomemos cualgniera
de las ecuaciones del sistema (5), por ejemplo la k-ésima, y susti-
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tuyamos en ella, en lugar de las incognitas, los nimeros ¢, + dy,
¢ — ta, ..., €y T dy. Resulta:

Z apjlcy-t d;)—_ 'amf.f o+ 21 yidy= by 0= by.

I1. La diferencia de dos seluciones cualesquicra del sistema
es solucidn del sistema reducido (6).

Iin efecto, sean ¢y, ¢, ..., €, ¥ €}, €5, . . ., ¢y dos soluciones
del sistema (5). Tomemos cualquiera de las ecuaciones del siste-
ma (6), por ejemplo la k-ésima, y sustituyamos en ella, en lugar
de las incOgnitas, los nimeros

Cy—Cpy C3—Cqy «uny Cp—Crs

Resulla:

1 . %l al .
>_-1 ayj(c;—ej) = L ap j€j— }_. ay ;= by — by =0,
i= i1 =1

De estos teoremas se deduce que, hallando una soluciin del sis-
tema de ecuaclones lincales no homogéneas (5) y sumdndola con cada
una de las soluciones del sistema reducido (6), obtenemos todas las
soluciones del sistema (D).



CAPITULO 111
ALGEBRA DE LAS MATRICES

§ 13. Multiplicacion de matbeices

En los capitulos anteriores el concepto de matriz se habia empleado
como un instrumento auxiliar, esencial para el estudio de los sis-
temas de ecuacianes lineales. Las numerosas y diversas aplicaciones
de este concepto coniribuyeron a convertirlo en el objetivo de una
amplia teoria particular gue, en gran parte, sale fuera de los mir-
genes de nueslro curso. Ahora nos ocuparemos de los fundamentos
de esta teoria qué comienza definiendo de un modo original, pero
bien fundamentado, dos operaciones algebraicas: la suma y la mul-
tiplicacion, aplicables al conjunto de todas las matrices cuadradas
de un orden dado. Examinemos primero la definicién del producto
de matrices; la suma de matrices la veremos en el § 15.

Por el curso de geometria analitica se sabe que al girar los cjes
de un sistema rectangular de coordenadas en el plano, en un dngu-
lo @, las coordenadas de los puntos se transforman segun las for-
mulas siguientes:

r=x" cosa—y sen «,

y==a'sena -y cosa,

donde z, ¥ son las coordenadas primitivas del punto, mientras que
z’, y' son sus coordenadas nuevas; por lo tanlo, z e ¥ se expresan
linealmente mediante =’ e y’, con ciertos coeficientes numéricos.
En diversas ocasiones también nos encontramos con la necesidad
de efectunar una transformacién de las indeterminadas (o de las
variables) tal, que las indeterminadas primitivas queden expresadas
linealmente mediante las nuevas; ordinariamente, esta susiitucion
de las indeterminadas se llama transformacion lineal (o sustitucion
lineal). Por consiguiente, llegamos a la siguiente definicion:

Se’ llama transformacidn lineal de las indeterminadas al paso
del sistema de n indeterminadas z,, z3, . .., &, al sistema de n inde-
terminadas ¥y, Ys, - . «» Yn, de manera que las indeterminadas
primitivas queden expresadas linealmente mediante las nuevas



§ 13 Multiplicaciin de malrices 89

con ciertos coeficientes numéricos:

By —aylfy o Qe b - - b @l
Ty = @Yy o Aoalfa + « + + + Azalfn, (1)

Ly — “my\":' Tpalfz -+ + oo b Qpnlin.

La transformacién lineal (1) se determina completamente por
la matriz de los coeficienles

By Bz voe Qun

A=| % %2 - o |

Anp Bro o oo fpp

puesto que dos Ltransformaciones lineales con una misma matriz
pueden diferenciarse entre si solamente en las letras que designan
las indeterminadas; sin embargo, nosotros supondremos que la elec-
cidn de eslas notaciones corre a nuestro cargo. Reciprocamente,
dada una matriz arbitraria de n-ésimo orden, podemos escribir
inmediatamente una transformacion lineal, para la que esta matriz
sirva de matriz de sus cocficientes. Por lo tanto, entre las trans-
formaciones lineales de r indeterminadas y las matrices cuadradas
de n-ésimo orden existe una correspondencia biunivoca, y por ello,
a cualquier nocion ligada con las transformaciones lineales y a cual-
quier propiedad de estas transformaciones tiene que corresponder
una nocion o una propiedad andloga, referente a las malrices.
Iixaminemos la cuestion sobre la realizacion consecutiva de dos
transformaciones lineales. Supongamos que después de la transfor-
macién lineal (1), se ha realizado la transformacién lineal

Yr="Dpzy — biazo -+ oo o By,

Yo="0030 4 byuZo | oo o+ bonZng 2)
Wn= hnlsl'I' H"(1332 T +b}m:r=v
que sustituye al sistema de indelerminadas g, y., . .., ¥, por
el sistema zy, zZ., ..., 3,; designemos con B la malriz de esta

transformacion. Sustituyendo en (1) las expresiones para yy, y», . . .
<+« I, dadag en (2), llegaremos a unas expresiones lineales para
las indeterminadas &, x., ..., =, mediante las indelerminadas
2y, Zo, . -+ Zn. P'Or lo lanto, el resultado de lo realizacion comsecu-
tiva de dos transformaciones lineales de las indeterminadas, es de nuevo
una transformacion {ineal.
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Ejemploe. £l resultado de la realizacién consesutiva de las transforma-
ciones lineales
= 3Y1—yz, 1= ztzp
xa= Y1+ 5y2, yp= b1 +22p
es la transformacidn lineal
Ty =Hzy 4 29) — (dzg225) = —zy 423,
Tp= (29 2p) 4 Dlhzy - 2z9) =21z 112y,

Designemos con € la matriz de la transformacidn lineal que
representa el resultado de la realizacién consecutiva de las trans-
formaciones (1) y (2), ¥ hallemeos la ley por la que se expresan los
elementos ¢, i, £ =1, 2, ..., n mediante los elementos de las
matrices A y B. Escribiendo abreviadamente las transformacio-
nes (1) v (2) en la forma

n L
T = Z ay; i=1,2, ..., m y;:hz Bty W=l v
=1 =1

obtenemos
n n nom
zi= 2 ay( 2 b)) = 2 (2 aisbmm) ze, i=1,2, ...y 5
j=1 K=l K=y =1

En consecuencia, el coeficiente de z, en la expresidn para z;, es
decir, cl elemento c¢;» de la matriz C, tiene la forma

n
cip= jEl @b = aybyn 4 @izbon -+ - -« + Ginbans (3)

el elemenio de la matriz C, situado en la i-ésima fila y en la k-ésima
columna, es igual a la suma de los productos de los correspondientes
elementos de la i-ésima fila de la matriz A y de la k-ésima columna
de la matriz B, ;

La féormula (3), que da la expresion de los elementos de la ma-
triz C mediante los elementos de las matrices 4 y B, permite escribir
inmediatamente la matriz C, siendo dadas las matrices A y B, sin
recurrir a las transformaciones lineales correspondientes a estas
matrices. De este modo, a cualquier par de matrices cuadradas
de n-ésimo orden se pone en correspondencia uma tercera matriz
univocamente determinada, Se puede decir que hemos definido
una operacién algebraica en el conjunto de todas las matrices
cuadradas de n-ésimo orden; ésta se llama multiplicacién de las
matrices, y la matriz C, producto de la matriz A por la matriz B:

C=AB.
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Enunciemos una vez mis la relacion entre las transformaciones
lineales y el producto de las matrices:

La transformacion lineal de las indeterminadas obtenida como
resultado de la realizacion consecutiva de dos transformaciones linea-
les con las matrices A y B, tiene a la matriz AB por matriz de sus
coeficientes.

Ejemplos

o (40 ( (s

2 01 -3 10
2)(—2 32).( 0 21
4 —135 0 —13

7

1

2 (-0

) 4‘(—:3),-'!1-1]_
=Y (=D (= +31) 7

i)

1
4) Hallar ¢l resultado de la realizacion consccutiva de las tronsforma-

ciones lineales

Iy — Dy — Y2t 3y,

Ty i — 2y

Ty== Thia— s
¥
y— 23 b oz,
o= s2—y,
Ya oo Zzg.

Multiplicando las matrices, obtencmos:

5 —1 3 20 1 | L it
(1 —2 U)‘((} I—-E)z( 2 —2 1I),
a7 —1 02 0 0 5 =35

de donde, la transformacion lineal buseada tiene la furma:
£y =10z Do |- 10z,
Ty —= 22y —Dzp -1z,
Iy= G2 — 3Dag.
Tomemos uno de los ejemplos que acabames de estudiar de multi-
plicacion de las matrices, por ejemplo el 2), y hallemos ¢l producto
de las mismas malrices, pero tomadas en orden inverso:
—3 10 2 01 —8 3 —1
0 21| -2 32|= 1] 5 0
0 —13 4 —15 14 —6 13
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Vemos, pues, que el producto de las matrices depende del orden
de los factores, es decir, que la multiplicacién de las malrices
no es conmutativa, Por cierto, esto era de esperar, aunque solo sea
por el hecho de que, en la definicion de la mairiz €, dada anterior-
mente mediante la formula (3), las malrices A y B no figuran
de un modo equivalente: en A se toman las filas, mientras que
en B, las columnas.

Se pueden sefialar, para todos los nr, comenzando desde n —: 2,
ejemplos de matrices de n-ésimo orden no conmutables, o sea, de ma-
trices cuyo producto se altera al permular los factores (las malrices
de segundo orden en el ejemplo 1) no son conmutables). Por olra
parte, dos matrices pueden ser ocasionalmente conmutables, como
muestra el siguiente ejemplo:

7 —12 26 45 26 45 7 —12 23
—4 7/'\1528) 7 \1528/ \ =4 T T\12)"

£l producte de las malrices es asocialive; par consiguiente,
se puede hablar del produclo, univocamente determinado, de cual-
quier nimero finito de matrices de n-ésimo orden, tomadas (en vir-
tud de que el producto no es conmutativo) en un orden determi-
nado.

Demostracion. Sean dadas tres matrices arbilrarias de n-ésimo
orden, A, B, y C. Escribimoslas del modo abreviado siguiente,
donde se indica la forma general de sus elementos: 4 = (a;)),
B — (b)), € = (c;;). Introduzcamos luego las siguientes notacio-
nes:

AB =U = (u;3), BC ==V = (vy;),

(ABYC =8 = (s1), A(BC) =T = (1))

Tenemos que demostrar que se cummple la igualdad (AB)C =
= A(BC), es decir, §=7. Sin embargo,

n
=

wg :nzt @b, Unj= 2;‘ ey
e fen

de donde, en virtud de las igualdades S=UC y I'=AV,
‘31 n‘\ ‘?'1
Sij = }4 Uycyj = }_ Z Gmbmcu.
t=1 (=1 k=i

n n "
W1 1 Al

tij= 12"1 Qeplpj = :a}"l 121 ainbyies,
Lo e o

o sea, s;; = by para i, j=1,2, ..., n
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Para el estudio ulterior de las propiedades del producto de las
matrices se necesita el empleo de los determinantes. Ademis, para
abreviar, convendremos en designar con |4 | el determinante de la
matriz A. Si en cada uno de los ejemplos considerados anterior-
mente el lector calcula los determinantles de las matrices que se
multiplican y compara el producto de estos determinantes con
¢l determinante del producto de las matrices dadas, puede observar
una ley bastante curiosa que se expresa con el signiente importante
teorema sobre el producto de los determinantes:

El determinante del producto de varias matrices de n-ésimo orden
es igual al producto de los determinantes de estas matrices.

Iis suficiente demostrar este teorema para el caso de dos matri-
ces, Sean dadas las matrices de n-ésimo orden A = (2;;) y B = (b, ),
y sea AB = C = (¢;;). Formemos el siguiente delerminante auxi-
liar A de orden 2n: en su dingulo superior de la izquierda colocamos
la matriz A, en el dngulo inferior de la derecha, la matriz £, todo
el dngulo superior de la derecha lo ocupamos con ceros. Finalmente,
formamos la diagonal principal del angulo inferior de la izquierda
con el namero —1, ocupando todos los demas lugares también con
ceros. Por consiguiente, el determinante A Liene la forma siguiente:

By W e Gn B B gre T
@ay an -.. @y 0 0O ... D
My fpo oo g O 0 .0 D
A —1 O e O by by een by |'
O —1 ... O by by oo by !
0 0 oo A by by ot by |
La aplicacién del teorema de Laplace al determinanle — su

desarrollo por los menores de las primeras n filas —nos Heva a I
siguiente igualdad:

A=|A|-|B].

Procuremos, a su vez, transformar el determinante A de tal
modo que, sin cambiar su valor, todos los elemenlos by, (, j =
=1, 2, ..., n, queden sustituidos por ceros. Con este fin, agre-
guemos a la (n - 1)-ésima columna del determinante A su primera
columna, multiplicada por &y, su segunda columna, muliiplicada
por bsg, ete., y finalmente, su n-ésima columna, multiplicada por
by Después, agreguemos a la (n - 2)-ésima columna del determi-
nante A la primera columna, multiplieada por by,, la segunda colum-
na, multiplicada por b.;, etc. En general, agreguemos a la(n |- j)-




9 Cap. IIT Algebra de las matrices

ésima columna del determinante A, donde j = 1, 2, . . ., r, la suma
de las primeras n columnas, tomadas con los coeficientes by, by, . . .
..., by;, respectivamente.

Fiacilmente se ve que estas transformaciones, no alterando
el determinanle, dan lugar a la sustitucién de todos los elemen-
tos b;; por ceros. A la vez, en lugar de los ceros que figuraban
en el dangulo superior de la derecha del determinante, apareceran
los nimeros siguientes: en la intersecciéon de la i-ésima fila y (n -+
+ j)-ésima columna del determinante, i, j =1, 2, ..., n, estard
ahora el nimero a;1by; -+ a;2bs; + ... 4 @by, que en virtud de (3}
es igual al elemento ¢;; de la matriz ¢ = AB. Por consiguiente,
el angulo superior de la derecha del determinante lo ocupa ahora
la matriz C:

@y @gp ... Qg €y Cy2 .. Cgn

@py  f@yy .. @an Cop Cag v .. Con
& ﬂ“j anz an Cui Cyun Can
Tl—1 0 0 0 0 0
0 —1 o 0o o 0

0o 0 —1 0 0 0

Apliquemos otra vez més el teorema de Laplace, desarrollande
el determinante por los menores de las tdltimas n columnas. Como
el menor complementario para el menor [ C | es igual a (—1)",
v el menor | €| estd situado en las filas cuyos nimeros de orden
son 1,2, ..., = y en las columnas cuyos nimeros de orden sam
n+1, n+ 2 ..., 2n, aplicando la igualdad

1424 ..t +H(R+2) ... +2=2n"+n,
se tiene
A= (— (=) |C | = (=" |
o bien, como el nimero 2 (r*-+nr) es par,
A=(C]. )

Finalmente, de (4) y (5) se deduce la igualdad que gueriamos
demostrar

|C1=14]|B].

El teorema sobre el producto de los determinantes podria haber
sido demostrado también sin la utilizacién del teorema de Laplace.
El lector hallard una de estas demostraciones al final del § 16.
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§ 14. Matriz inversa

Una matriz cuadrada se llama degenerada (o singular), si su deter-
winante es igual a cevo, y 1o degenerada (0 no singular)®, en el caso
contrario. Correspondientemente, una transformacién lineal de las
indeterminadas se llama degenerade o no degenerada, segin que
el determinante de los coeficientes de esta Lransformacion sea igual
a cero o no. Del teorema demostrado al final del pdrrafo anterior,
se deduce la afirmacién siguiente:

El producto de matrices, al menos una de las cuales es degenera-
da, es también una matriz degenerada.

Bl producto de cualesquicra matrices no degeneradas también
es una matriz no degenerada. De aqui se deduce, en virtud de la rela-
cidn existente entre el producto de las matrices y la realizacidn
consecutiva de las transformaciones lineales, la proposicion siguien-
te: el resultado de la realizacion consectitiva de unas cuantas frans-
formaciones lineales serd wna transformacion no degenerada cuando,
y silo cuando, todas las transformaciones dadas sean no degeneradas.

En el producto de las malrices, el papel de lg unidad lo desempena
la malriz

L0 e O
hi...0
!‘;‘ - - . . . - v
00 1
que es ademds conmutable con cualquicr matriz A del orden dado,
AE=F4=A4. (1

Estas igualdades se demuestran aplicando directamente la regla
de multiplicagion de las malrices, o basindose en la observacion
de que la matriz unidad corresponde a la transformacion  lineal
idéntica de las indeterminadas

J" .r.lfl'

s

Hn = Wno
cuya realizacion, antes o después de cualguier otra transformacion
lineal, no cambia, evidentemente, esta Ultima.

Obsérvese que la matrizc 1 es la tinica que satisface a la condi-
cidn (1) para cualquier matriz A, lin efeclo, si exisliese olra ma-
lriz £’ con esta propicdad, tendriamos que

EE—FE, EEE=E,

de dande, E' = K.

. Tn;l_llﬁl:‘ll se lama matriz regular. (Nota del T.)
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El problema de la existencia de la malriz inversa para una maltyiz
dada A es mas complicado. Como el producto de [as matrices no
es conmutativo, hablaremos ahora de la matriz inversa a la derecha,
o sea, de una matriz A tal, que el producto de la matriz A por
esla matriz a la derecha es igual a la maltriz unidad,

AA=E. 2)

Si la matriz A es degenerada y existiese la matriz 47, el preducte
que figura en el primer miembro de la igualdad (2) seria, como
ya sabemos, una matriz degenerada. En realidad, la matriz E gue
figura en el segundo miembro de esta ignaldad no es degenerada, puesto
que su determinante es igual a la unidad. Por lo tanlo, una matriz
degenerada no puede tener matriz inversa a la derecha. Estos mismos
razonamientos muestran que ésta nb puede tener tampoco matriz
inversa a la izquierda, no existiendo, por o fanio, matriz inversa
para una maltriz degenerada.

Refiriéndonos al caso de una matriz no degenerada, introduzcamos
primero el siguiente concepto auxiliar. Sea dada una matriz de
n-ésimo orden

Aq 4z ... Uyp
A= fgq @Az ... fap .
Qpy @po .+« Qpn
La malriz
Ay Ay oo Ay
AY — A.Iz Aﬂa iR -'I-nz
ATH -42.% gt "lrm

formada por los complementos algebraicos de los elementos de la ma-
triz A, donde el complemento algebraico del elemento a;; estd situado
en la interseccion de la j-ésima fila y de la i-ésima columna, se llama
matriz adjunte de la matriz A. )

Hallemos los poductos AA* y A*A. Aplicando la férmula estu-
diada en el § 6, sobre el desarrollo de un determinante por los
elementos de una fila o columna, y también el teorema del § 7,
sobre la suma de los productos de los elementos de cualquier fila
(o columna) de un determinante por los complementos algebraicos
de los elementos correspondientes de otra fila (columna}, y desig-
nando con d el determinante de la matriz A,

d=|A4],
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oblenemos las siguientes igualdades:

d 0...0
A AR 0.::.1..‘0 . 3
0 0...d

De aqui se deduce que, si la matriz A no es degenerada, su matriz
adjunta A* tampoco lo serd, siendo ademds, el determinante d* de
la matriz A* igual a la (n—1)-ésima potencia del determinante d de
la matriz A.

En efecto, pasando de las igualdades (3) a la igualdad entre los
determinantes, obtenemos:

dd* =d",
de donde, como d-# 0,
d* =d" ")

Ahora es ficil demostrar la existencia de una matriz inversa
para cualquier matriz 4 no degenerada, y hallar su forma. Obsérvese
primero que si se considera el producto de dos matrices AR y se divi-
den por un mismo nimero d todos los elementos de uno de los facto-
res, por ejemplo B, enlonces, lodos los elementos del producto
AB también se dividirin por este mismo namero: para la demos-
tracion solamente hay que recordar la definicion del producto
de las matrices. I'or lo Lanlo, si

d=|A|z£0,
de las igualdades (3) se deduce, que la inversa de la matriz A es

la matriz que resulta de la matriz adjunta A% al dividir lodos sus
elementos por el nimero d:

iy Az “Ani

i

Aya /[;_31 ‘-[’!_:_5_

A1 = d d ~d 5

Ayn Aap “dnn

d d T d

En electo, de (3) se deducen las igualdades

AA = A A=E. (4)

Subrayemos una vez mas que en la i-ésima fila de la matriz A1
liguran los complementos algebraicos de los elemenlos de la i-ésima
columna del determinante | A |, divididos por d = | 4 |,

* Se podria demostrar que si la matriz 4 es degencrada, su matriz adjun-
ta A* también lo es, teniendo ademis un rango no superior al nimero 1.

7—252
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Es facil demostrar que la matriz A es la dnica que satisface
a la condicion (4) para une matriz dada A, no degenerada. En efecto,
si la matriz C es tal que

AC=CA=E,
entonces,
CAAN=C (AA)=CE =C,
CAA = (CAYAr =EA1=47,
de donde C =41,

Da (4} v del leorema sobre el producte de los determinantes,
se deduce que el determinante de la matriz A™ es igual a-[—i_‘ﬂ- . Asi,
pues, esta matriz tampoco es degenerada; la inversa para ella esla
misma matriz A

Si se dan ahora las matrices cuadradas .4 y B de n-ésimo orden,
de las cuales A no es degenerada, mientras que B es arbitraria,

podemos efectuar la division por fa derecha y por la izquierda de &
por A, es decir, resolver las ecuaciones 'matriciales

AX=DB, YA=B. (5)

Para esto, en virtud de la asociatividad del producto de las matri-
ces, es suficiente hacer

X=A7"B, Y =BA"Y,

como el producto de las matrices no es conmutativo, por lo general,
estas soluciones de las ecuaciones (5) serin diferentes.
Ejemplos. 1) Se da la matriz

3—-10
A= =2 11
2 —14

Su determinante | 4 {=35, por consiguienie, la matriz inversa 4~ existe:

2) Se dan las matrices

s D0-(3 D)
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La matriz A no es degenerada, y ademis,

3 -2
=
@ (_4 3)'

por r_o tanto, las soluciones de las ecuaciones 4AX =P8, YA=F serin las
matrices
X=( 3—2)_(——1 ?)=(—9 ‘1‘1)
—4 3 as 13 —13/ "
y:(_l 7]( 3 —2)=(—31 23)‘
3 0 —4 3 —11 8
Multiplicacion de matrices rectangulares. El producto de las
matrices definido en el parrafo anterior solamente para las matrices
cuadradas de igual orden, puede generalizarse también para el caso
de matrices rectangulares A y B, siempre que sea posible aplicar
la formula (3) del parrafo anterior, o sea, cuando cada fila de la ma-
triz A contenga tantos elementos como haya en cada columna de la
malriz B. lin otras palabras, se puede hablar del producto de las
matrices reclangulares A y B cuando el niimero de columnas de la
matriz A es igual al nimero de filas de la matriz B. En este caso,
el nriimero de filas de la matriz AB es igual al nimero de f{ilas

de la matriz A, y el ndmero de columnas de la matriz AB es igual
al niimero de columnas de la matriz B,

Ejemplos.
—13 0
1 (5 —1 31 —21 1 (1[) 15 —5
) 20 —1 4 30 —271 \MtL10 m]'
41 2
0 -3 1 3 8
2} 2 1 5]l —2)= 14
—4 0 =2 2 —16
2 0
, ; 1 —4
H(H 1 0 =-3)- 3 4 =(11 —1).
0 —1

El producto de las malrices rectangulares se puede ligar con
la ejecucién consecutiva de las transformaciones lineales de las
indeterminadas solamente si en la definicion de estas dllimas
no se insiste en que se conserve el nimero de indeterminadas en
la transformacion lineal.

b
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Repitienda palabra por palabra la demostracion dada anterior-
mente para el caso de las matrices cuadradas, se comprucha ficil-
mente que la ley asociativa se cumple también para el producto
de matrices rectangulares.

Ahora utilizaremos el producto de las malrices rectangulares
y las propiedades de la matriz inversa para deducir de nuevo la regla
de Cramer, evitando los complicades cileulos gque se realizaron
en el § 7. Sea dado un sistema de n ecuaciones lineales con 2 incdg-
nitas:

apnZ 4 apry 4 ety = by,
(g Ty A= UnaFy - o oo b= oy Ty = by, ()
Ay Ty + Apa®y 4 oo BanTy = by,

donde el delerminante del sistema es diferente de cero. Designemos
con A la matriz de los coelicientes del sistema (6); esta malriz
no es degenerada, ya que, por la suposicion hecha, d = | A | 5= 0.
Designemos con X la columna de las incgnitas; con £, la columna
de los términos independientes del sistema (G), es decir,

Ty by

&, by
X=] - o B

Iﬂ b"

Bl producto AX Lliene sentido, puesto que el nimero de columnas
de la matriz 4 es igual al nimero de filas de la matriz X, y ademas,
este producto serd una columna, formada por los primeros miembros
de las ecuaciones del sistema (6). Por lo tanto, el sistema (6) puede
escribirse en forma de una ecuacidon matricial

AX =B. )

Multiplicando a la izquierda ambos miembros de la ecnacién (7)
por la matriz A%, cuya exislencia es consecuencia de que la malriz
cuadrada A no es degenerada, obtenemos:

K —AB. (8)

El1 producto que figura en el segundo miembro de esta igualdad
es una matriz de una sola columna; su j-ésimo elemento es igual
a la suma de los productos de los elementos de la j-ésima fila de la
matriz A por los elementos correspondientes de la matriz B, es
decir, es igual al niimero

A Aa A

Lo+t 2, —._-%(A”b, FAgsby 4 oo+ Ausba).
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Sin embargo, la expresion que figura entre parénlesis en el segundo
miembro de la igualdad es el desarrollo por los elementos de la
j-ésima columna del determinante d;, que se obtiene sustituyendo
la j-ésima columna del determinante d por la columna B. Por lo
tanto, las férmulas (8) son equivalentes a las formulas (3) del § 7,
que expresan la solucién del sistema (6) obtenida por la regla
de Cramer.

Queda por demostrar que los valores obtenidos de las incOgnitas
forman verdaderamente una solucién del sistema (6). Con este fin,
es suficiente poner la expresion (8) en la ecuacién matricial (7),
lo que da lupar, evideniemenie, a la identidad B = B.

El rango del producto de las matrices. En el caso de matrices
degeneradas, el teorema del producto de los determinantes no
nos lleva a ningin enunciado mis de que tal producto también
es degenerado, a pesar de gque las matrices cuadradas degeneradas
se pueden diferenciar también por su rango. Obsérvese que no
existe una dependencia absolutamente determinada entre los ran-
gos de los factores y el rango del producto, como se muestra en los

ejemplos siguientes:
20 (3 0 (6 0)
(oo)' ‘00):’ oo/

(00)-(05)=(00):

en ambos casos se multiplican matrices de rango 1. Sin embargo, en
un caso el producto tiene el rango 1, mientras que en ¢l otro, el rango
¢s 0. Subsiste solamente el siguiente teorema, gue no soloe es juslo para
las matrices cuadradas, sino también para las matrices rectangulares:

Il rango del producto de varias matrices no es superior al rango
de cada uno de los factores.

Es suliciente demostrar este teorema para el caso de dos factores.
Sean dadas las matrices A y B, para las cuales tiene sentido el pro-
ducto AB; emplearemos la notacién AB = €. Veamos la formula (3)
del § 13, que da la expresion de los elementos de Ia matriz C. Toman-
do esta féormula para un & dado y todos los i posibles, (i = 1, 2, ...)
obtenemos que la k-ésima columna de la matriz € represenla una
suma de todas las columnas de 1a matriz 4, tomadas con ciertos coe-
ficientes (precisamente con los coeficientes by, bay, ...). De este
modo, queda demostrado que el sistema de columnas de la matriz ¢
se expresa linealmente mediante el sistema de columnas de la ma-
iriz A, ¥, por consiguiente, como sec ha demostrado en el § 9, el rango
del primer sistema es menor o igual al rango del segundo sistema;
en otras palabras, el rango de la matriz C no es mayor que el rango
de la matriz A. Por otra parte, como de la misma formula (3) del
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§ 13, para un i dado y todos los &, se deduce que toda i-dsima fila
de la matriz C es combinacién lineal de las filas de la matriz B, con
razonamientos andlogos obtenemos que el rango de € no es mayor
que el rango de B.

Cuando uno de los factores representa una matriz cuadrada no
degenerada, se obtiene un resultado méis exacto.

El rango del producto a la derecha y a la izquierda de una ma-
triz A por una matriz cuadrada no degenerada Q, es igual al rango
de la malriz A.

Sea, por ejemplo,

Del teorema precedente se deduce que el rango de la matriz C no es
mayor que el rango de la matriz A, Por otra parte, multiplicando ala
derecha la igualdad (9) por Q, llegamos a la igualdad

A=CQ,

¥, por consiguiente, otra vez por el teorema precedente, el rango de A
no es mayor que el rango de C. Comparando estos dos resultados
obtenemos la coincidencia de los rangos de las matrices 4 y C.

§ 15. Suma de matrices y multiplicacién
de una matriz por un nimero

Para las matrices cuadradas de orden n, la suma se define del
modo signiente:

Se Hama suma A - B de dos matrices cuadredas 4 = (a;)
y B = (b;) de orden n, a una matriz C = (c;;) tal, que cualguier
elemento de ella es igual a la suma de los elementos correspondientes
de las matrices 4 y B,

cij=ay+bi*

Es evidente, que la suma de matrices definida es conmutativa
y asociativa. Para ella existe la operacién inversa: la resta, llamén-
dose diferencia de las matrices 4 y B a la matriz formada por las
diferencias de los elementos correspondientes de las matrices dadas.
En este caso, el papel de cero lo desempena la matriz nula, compues-
ta totalmente de ceros; a continuacién, esta matriz se designard
con el simbolo 0: no hay peligro de confundir la matriz nula con
el nimero cero.

La suma de las matrices cuadradas y el producto de éstas, defini-
do en el § 13, estin ligados con las leyes distributivas.

* Por supuesto, se podrfa definir también el producto de malrices multi-

plicando los elementos correspondientes. Sin em 0, esta multiplicacion,
a diferencia de la que se definid en el § 13, caraceria de aplicaciones serias.



§.15. Suma de matrices y multiplic. de una matriz por un nimero 103

En efecto, sean dadas tres matrices de ovden n, A = (a;;), B =
= (b;;), C = (c;;). Entonces, para cualesquiera { y j, se cumple la
igualda

n n n
2 (ﬂ-!a + by €55 = Z iCsj - 2 bi.sc.sj-
B g=1 #um
El primer miembro de esta igualdad es el elemento situado en la
i-6sima fila y j-ésima columna de la matriz (4 + B)C, el segundo
miembro es el elemento situado en el mismo lugar, pero en la matriz
AC + BC. Con esto, queda demostrada la igualdad

(A 4-BYC =AC + EC.

La igualdad € (4 + B) = CA -+ CB se demuestra del mismo modo.
Como el producte de matrices no es conmutativo, se deben demostrar
estas dos leyes distribulivas.

Introduzcamos la siguiente definicion de producto de una ma-
triz por un numero.

Se llama producto kA de una matriz cuadrada A = (a;;) por

el niimero k, a la matriz A’ = (ai;) que se obtiene multiplicando
por k todos los elementos de la matriz A:
('h:;' = ka;j.

En el parrafo anterior va tratamos un ejemplo de multiplicacién
de una matriz por un numero: si la matriz 4 no es degenerada, sien-
do | A | = d, su matriz inversa A" y su matriz adjunta A* estin
ligadas por la igualdad

Al=qdan

Como ya sabemos, toda matriz cuadrada de orden n se puede
considerar como un vector de n? dimensiones, siendo biunivoca esta
correspondencia entre las matrices ¥ los vectores. En este caso, las
operaciones definidas de suma de matrices v de producto de una
matriz por un numero, se convierten en la suma de vectores y en el
producto de un vector por un nimero. Por lo tanto, el conjunto de
las matrices cuadradas de orden n se puede considerar como un espa-
cio vectorial de n* dimensiones.

De aqui se deduce el cumplimiento de las igualdades siguientes
(aqui, A, B son matrices de orden n; %, I son unos niimeros; 1 es el
niimero uno):

k(A 4-B)= kA4 kB, (1)
(e 0) A=—kAL 1A, (2)
k(LA) = (kl) A, (3)

1.4=4. (4)
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Las propiedades (1) y (2) ligan el producto de una matriz por un
nimero con la suma de matrices. Al mismo tiempo, existe una liga-
z6n importante entre el producto de una matriz por un nimero y el
producto de las matrices mismas, que se expresa asi:

(kd) B= A (kB) =k (AB), (5)

o sea, si en el producto de las matrices, uno de los factores se mulli-
plica por el niimero k, todo el producto quede muliiplicado por k.

En efecto, sean dadas las matrices A = (a;;) vy B = (bi;) vy el
nimero k. Enlonces, para cualesquiera i y j, se tiene:

n n

2| (Rtiis) bpy =k D ay4bsj.

Fre =
Pero, el primer miembro de esta igualdad es el elemento situado
en la {-ésima fila y j-ésima columna de la matriz (k4) B, y el segundo
miembro es el elemento situado en el mismo sitio en la matriz
k(AB). Con esto queda demostrada la igualdad

(kA)B =k (AB).

La igualdad A(kB) = k(AB) se demuestra del mismo mado.

La multiplicacién de una matriz por un nimere permite introdu-
cir un nuevo método de expresion de las matrices. Designemos con
E(; la matriz en la que, en la interseccion de la i-ésima fila y j-fsi-
ma columna figura la unidad, mientras que todos los demis elemen-
tos son iguales a cero. Haciendo i =1, 2, ..., ny j=1,2, ..., n,
obtenemos n® matrices de éstas, E;;, que, como facilmente se com-
prueba, estdn ligadas por la siguiente tabla de multiplicar:

E,-_gEajzfi.”, E;‘,E;_;—JD para §s= 1.

La matriz kE,; solamente se diferencia de la malriz E;; en que
en ella figura el ndmero & en Ia interseccion de la i-ésima fila
y j-6sima columna. Teniendo esto en cuenta y aplicando la defini-
cion de suma de matrices, obtenemos la siguiente expresién para una
matriz cuadrada arbitraria A:

Qg Qyp - .- Ayn
@y, a a D
i R LT S 1 1
am o =3 3 oum ®

ny Anz -« - Qun

poseyendo, evidentemente, la matriz 4 una sola expresién de la
forma (6).
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La matriz kE, donde £ es la matriz unidad, segin la definicién
del produeto de una matriz por un nimero, tiene la forma siguiente:

k 0

k
kE = . :

0 . i
o sea, en la diagonal principal figura un mismo nimero %, mientras
que todos los elementos situados fuera de esta diagonal son iguales
a cero. Tales matrices se llaman escalares.
La definicién de la suma de matrices conduce a la siguiente
igualdad
kE+1E=(k+ 1) E. (7)
Por otra parte, aplicando la definicién del producto de matrices
o basdndose en la igualdad (5), obtenemos:
kE-IE = (k) E. (8)

El producto de una matriz A por un mimero k se puede interpretar
como el producto obtenido al multiplicar A por la matriz escalar kE,
en el sentido de la multiplicacion de mairices. En efecto, segin (5)

(kEY A=A (KE)=FkA.

De aqui se deduce también, que toda matriz escalar es conmuta-
ble con cualquier matriz A. Is de gran importancia tener en cuenta
que las matrices escalares son las {inicas que poseen esta propiedad:

Si une matriz C=(c;;) de n-ésimo orden es conmutable con
cualguicr matriz del mismo orden, la matriz C es escalar.

En efecto, supongamos que i =~ j vy consideremos los productos
CEy; v E;C (véase mis arriba la definicién de la matriz £;;) que,
por hipdtesis, son iguales entre si. Ficilmente se observa que todas
las columnas de la matriz CE;;, menos la j-ésima, se componen de
cerog, ¥ que la j-ésima columna coincide con la i-ésima columna
de la matriz C; en particular, en la interseccion de la i-ésima fila
y j-ésima columna de la matriz CE,; estd siluado el elemento ¢y;.
Andlogamente, todas las filas de la matriz E,;C, menos la i-ésima,
se componen de ceros, y la i-ésima fila coincide con la j-ésima fila
de la matriz C; en la interseccién de la i-ésima fila vy j-ésima colum-
na de la matriz E;;C estd situado el elemento c¢;;. Aplicando la
igualdad CE;; = E,,C, obtenemos que: ¢;; = ¢;; (como elementos
situados en lugares iguales de matrices que son iguales entre si);
o sea, todos los elementos de la diagonal principal de la matriz C
son iguales entre si. Por otra parte, en la interseccion de la j-ésima
fila y j-ésima columna de la matriz CE;; estd el elemento c;;; pero,
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en la matriz E;;C, en este silio esti el cero (en virtud de que i 5 j),
de donde: ¢;; = 0, es decir, cualquier elemento de la matriz C, situa-
do fuera de la diagonal principal, es igual a cero. El teorema esti
demostrado.

§ 16. Construccion axiomatlica de la teoria
de los determinantes

Un determinante de n-ésimo orden representa un nimero, uni-
vocamente determinade por una matriz cuadrada dada de n-ésimo
orden. La definicion de este conceplo, expuesta en el § 4, da la
regla, segiin la cual el determinante se expresa mediante los elementos
de la matriz dada. Sin embargo, esta definicidn constructiva se pue-
de sustituir por una axiomitica; mejor dicho, entre las propiedades
del determinante establecidas en los §§ 4 y 6, se pueden indicar
algunag, de modo que la {nica funcion de la matriz con valores rea-
les que posea estas propiedades sea su determinante,

La definicion mas simple de este género consiste en la utiliza-
cion de los desarrollos del determinante por los elementos de una
fila. Consideremos las matrices cuadradas de cualesquiera Grdenes
¥y supongamos que a cada matriz M de éstas se le ha puesto en corres-
pondencia un namero d,,, cumpliéndose las condiciones siguientes:

1) Si la matriz M es de primer orden, o sea, que consta de un
elemento a, entonces dy = a.

2) Si los elementos ayy, s, ..., @, forman la primera fila de la
matriz M de n-ésimo orden y si se ha designado con My, i = 1,2, ...,
n, la matriz de (n — 1)-ésimo orden que queda después de suprimir
en M la primera fila y la i~ésima columna, entonces

dy = “ud.’u] — ttyatdpyy, -+ al.’id,\l':g — (= 1)“-1 alndarn-

Por lo tanto, para cualquier matriz M, el ndmero &), es igual
al determinante de esta mairiz. La demostracion de esta afirmacion
la dejamos a cuenta del lector. Esta se efectia por el método de
induccién sobre n y se basa en los resultados del § 6.

Mucho mas interesantes son otras formas de definicion axioma-
tica de los determinantes, que se refieren al caso de un orden dado n
vy se basan en algunas de las propiedades simples de los determi-
nantes, establecidas en el § 4. Examinaremos ahora una de estas
definiciones.

Supongamos que a cada matriz cuadrada M de n-ésimo orden se
pone en correspondencia un nimero dy, cumpliéndose las condicio-
nes siguientes:

I. 8t una de las filas de la matriz M se multiplica por un nime-
ro k, el mimero dy queda multiplicado por k.
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11. El nimero dy no varia si a una de las filas de la matriz M
s¢ le agrega otra fila de esta matriz.

II1. Si E es la matriz unidad, entonces dy = 1.

Demostremos que para cualquier matriz M, el nimero d, es
igual al determinante de esta matriz.

Establezcamos primero, partiendo de las condiciones I—III,
unas propiedades del nimero dy;, que son andlogas a las propiedades
correspondientes de los determinantes.

(1) Si una de las filas de la matriz M consta de ceros, enton-
ces dy = 0.

En efecto, multiplicando la fila compuesta de ceros por el niime-
ro 0, la matriz no varia. Sin embargo, en virtud de la condicién I,
el niimero dy, adquiere el factor 0, de donde,

d51=={]-dAI=: 0.

(2) El nimero dy no varia si a la i-ésima fila de la matriz M se
le agrega la j-ésima fila, j %= i, multiplicada por el niimero k.

Si k& = 0, todo esti demostrado. Si % == 0, multiplicamos la
j-¢ésima fila por k& y obtenemos la matriz M’, para la que dy =
= kdy, en virtud de la condicion 1. Después agregamos a la i-ésima
fila de la matriz M’ su j-ésima fila y obtenemos la matriz M”, y en
virtud de la condicién II, se tiene dy~ = dy-. Finalmente, multi-
plicamos la j-ésima fila de la matriz M " por el nimero k7!, obtenien-
do la matriz M", que en realidad resulta de M mediante la transfor-
macion indicada en el enunciado de la propiedad que estamos demos-
trando; ademés.

Aym = k7 3dyr =k dyp = K71 fedyy = dyy-

(3) Si las filas de la matriz M son linealmente dependientes,
entonces dy = 0.

En efecto, si una de las filas, por ejemplo la i-ésima, es combina-
cion lineal de las otras filas, entonces aplicando unas cuantas veces
la transformacion (2), se puede sustituir la i-ésima fila por ceros. La
transformacién (2) no altera el nimero dy, por lo cual, en virtud
de la propiedad (1), se tiene dyy = 0.

(4) Si la i-ésima fila de la matriz M es la suma de dos vecto-
res By vy, y si las matrices M' y M" se obtienen de la matriz M sus-
tituyendo su i-ésima fila por los vectores B y v, respectivamente,
entonces

dar = dyype - dyyo.

Iin efecto, sea § el sistema de todas las filas de la matriz M,
excluyendo la i-ésima. Si existe en § una dependencia lineal, las
{ilas de cada una de las matrices M, M’ y M " son linealmente depen-
dientes, de donde, por la propiedad (3), dy = dy = dy- = 0.
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De aqui se deduce la validez de la propiedad en cuestion, Si el sis-
tema S constituido de n — I veciores es linealmente independiente,
entonces, como muesiran los resultados del § Y, éste se puede com-
pletar con un vector o de modo que resulte un sistema linealmente
independiente maximal de vectores del espacio de r dimensiones.
Los vectores By v se pueden expresar linealmente mediante este
sistema, Supongamos que el vector @ figura en esta expresion con
los coeficientes & y !, respectivamente; por consiguienie, en la
expresion del vector P -~ v, o sea, en la i-ésima fila de la matriz
M, el vector o figurard con el coeficiente & - . Ahora se pueden
transformar las matrices M, M’ y M", restando de sus i-ésimas
filas ciertas combinaciones lineales de las otras filas, de modo
que en las i-ésimas filas resulten los vectores (k + Do, ka, y la,
respectivamente, En consecuencia, designando con M° la matriz
que resulta de la matriz M sustituyendo su i-ésima fila por el vec-
tor &, vy, teniendo en cuenta las propiedades (2) y [, llegamos
a las igualdades:

(}M = {:{ + Jf) d_."e, (l_,\f' = f‘a'd_.we, d,l.f- = Jd_un.

Con esto, la propiedad (4) queda demostrada.

(5) Si la matriz M se ha obienido de la matriz M trasponiendo
dos filas, entonces dy = —dar.

En efecto, supongamos que en la matriz M hay que trasponer
las filas que tienen los niimeros de orden i y j. Esto se puede conse-
guir mediante una cadena de transformaciones siguientes: primero
agregamos 2 la i-6sima fila de la matriz M su j-ésima y oblenemos
la matriz M’, resultando, por la condicion I, dy = dy;. Después
restamos de la j-ésima fila de la matriz M’ su i-ésima fila y obtene-
mos la matriz M " para la que, en virtud de la propiedad (2), se tiene
dar» = dyr; la j-ésima fila de la matriz M" se diferenciard de la
i-ésima fila de la matriz M en el signo. Agreguemos ahora a la i-ési-
ma fila de la matriz M" su j-ésima fila, Para la matriz M" que se
obtiene con esta transformacion, por la condicién II, se tiene dyp-r =
= dy~, ademés, la i-ésima fila de esta matriz coincide con la
j-6sima fila de la matriz M. Finalmente, multiplicando la j-ésima
fila de la matriz M", por el nimero —1, obtendremos la matriz

buscada M. Por consiguiente, en virtud de la condicién I, se tiene

dH= —d,\,,fﬂ-': —'-dm.
(6) Si la matriz M’ se ha obtenido de la matriz M trasponiendo
las filas, y la i-ésima fila de la matriz M', i =1, 2, ..., n, es la
a-ésima fila de la matriz M, entonces,

dy = o= dar;
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donde el signo mds corresponde al caso en que la sustilucién

(1 PR )
) Oy g ... Up
es par, y el signo menos, al caso en que ésta es impar.

En efecto, la matriz M’ se puede obtener de la matriz M reali-
zando cierto nimero de trasposiciones de dos filas, pudiéndose, por
consiguiente, aplicar la propiedad (5). Como se sabe por el § 3, la
paridad del nimero de estas trasposiciones determina la paridad de
la sustitucion indicada anteriormente.

Veamos ahora las matrices M = (a;;), V = (b;;) ¥y su producto
Q = MN, en el sentido del § 13. Hallemos el nimero d,. Sabemos
que cualquier i-ésima fila de la matriz ¢ representa una suma de
todas las filas de la matriz N, tomadas con los coelicientes a;y,
iz, «uey @iy, Tespectivamente (véase, por ejemplo, el § 14). Sustitu-
yvamos todas las filas de la matriz  por sus expresiones lineales indi-
cadas mediante las filas de la matriz NV y apliquemos unas cuantas
veces la propiedad (4). Obtendremos que el nimero dg serd igual a la
suma de los nimeros dy para todas las matrices posibles 7' de la
forma siguiente: la i-ésima fila de la matriz T, i = 1, 2, ..., n, es
igual a la &;-ésima fila de la matriz NV, multiplicada por el nimero LT
Ademas, en virtud de la propiedad (3), se pueden excluir todas las ma-
trices T' para las que existen unos indices i y j, i 5~ tales que oy =
—uty; en otras palabras, quedan solamente las matrices T para las que
los indices e, @3, ..., &, forman una permutacion de los nimeros
1,2, ..., n. En virtud de las propiedades 1 y (B), el nimerod, para esta
matriz fiene la forma

dp = @2y - v v Anodix,

donde el signo se determina por la paridad de la sustitucion de los
indices. De aqui llegamos a la expresion para el nimero dg; después
de sacar el Tactor comiin dy de todos los sumandos de la forma dy,
enlre paréntesis queda, evidentemente, el determinante LHﬂ de la
matriz M en el sentido de la definicién constructiva dada en el
§ 4, es deeir,

do=|M |- dy. (%)

Si ahora tomamos por matriz ¥ la malriz unidad £, se tendra, Q@ =
= M, de donde, por la propiedad I, dy = d,; = 1, o sea para
cualquier matriz M se cumple la igualdad

{3_\: = | ;1{ |,
que es lo que se queria demostrar. Simultdneamente, sin haber uti-

lizado el teorema de Laplace, queda demostrado de nuevo el teorema
del producto de los determinantes: para esto es suficienle sustituir
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los niimeros dg y dy en la igualdad (*) por los determinantes de las
matrices correspondientes.

Terminemos estas consideraciones axiomaticas con la demos-
tracién de la independencia de las condiciones I—III, o sea, con la
demostracién de que ninguna de estas condiciones es consecuencia
de las otras dos.

Para la demostracién de la independencia de la condicién III,
hagamos dy = 0 para cualquier matriz M de n-ésimo orden. Ls
evidente que las condiciones I y II se cumplen, mientras que la
condicion III no.

Para la demostracion de la independencia de la condicion II,
supongamos que para cualquier matriz M el nimero dy es igual al
producto de los elementos situados en la diagonal principal de esta
matriz. Las condiciones I y 11l se cumplen, mientras que la condi-
cién II ya no tiene lugar. Finalmente, para la demostracién de la
independencia de la condicién I, hagamos dy, = 1 para cualquier
matriz M. En este caso, las condiciones II y IIT se cumplirdn, mien-
tras que la condicién I no.



CAPITULO IV
NUMEROS COMPLEJOS

§ 17. El sistema de los niimeros complejos

En el curso del dlgebra elemental varias veces se efectia un enri-
quecimiento de las reservas de los niimeros. Kl alumno que comienza
el estudio del dlgebra ya conoce por la aritmética los niimeros ente-
ros ¥ quebrados posilives. lin esencia, el dlgebra comienza con la
introduccién de los niimeros negativos, o sea, con la formacion del
primero de los sistemas numéricos fundamentales: del sistema de los
nimeros enteros que consta de todos los niimeros enteros, positivos
v negalivos, incluyendo el cero, y del sistema mas amplio de los
nimeros racionales, que consta de todos los niimeros enteras v que-
brados, tanto positivos como negativos.

Posteriormente, se efectiia una ampliacién del conjunto de los
nimeros introduciendo los nimeros irracionales. El sistema, com-
puesto de todos los nimeros racionales e irracionales, se llama siste-
ma de nimeros reales. Ordinariamente, el curso umvers;tarlo de
analisis matemdtlico contiene una construceién rigurosa del sistema
de numeros reales; sin embargo, para nuestra exposicion bastan los
conocimientos de los niimeros reales que tiene el lector que comienza
a estudiar el dlgebra superior.

Finalmente, al terminar el curso del dlgebra elemental, se amplia
el sistema de numeros reales obteniendo el sistema de nimeros com-
plejos. Naturalmente, este sistema de nimeros sigue siendo menos
habitual para el lector que el sistema de nimeros reales, a pesar de
que posee unas propiedades muy Wtiles. En el presente capitulo se
expondria de nuevo la teoria de los niimeros complejos con la exten-
sién y plenitud debida,

La introduccidn de log ndmeros complejos es debida al problema
siguiente. Es sabidoe que los nimeros reales no son suficientes para
resolver cualquier ecuacion cuadritica con coeficientes reales. La
ecuacion cuadritica mas simple, que carece de raices en el conjunto
de los nimeros reales, es

] 1=0; 1)
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ahora, nos va a interesar solamente esta ecuacion. Ll problema que
se nos plantea es: hay que ampliar el sistema de nimeros reales hasta
obtener un sistema tal de niimeros, en el que la ecuacidn (I) tenga
Ya raiz.,

Los puntos del plano se tomarin como material de construccion
de este nuevo sistema de nimeros. Recordemos que la representacion
de lps nGmeros reales por puntos de una linea (basada en que se
obticne una correspondencia biunivoca entre el conjunto de todos
los puntos de la recta y el conjunto de todos los niimeros reales, al
poner en correspondencia a cada punto de la recta su abscisa; se supo-
nen dados el origen de coordenadasy la unidad de medida) se utiliza
sistomdticamente en Lodas las ramas de las matemiticas y es tan
habitual que, ordinariamente, no hacemos distincion alguna entre
un nimero real y el punto que le corresponde.

Por lo tanto, queremos definir un sistema de nitmeros que se repre-
senten por todos los puntos del plano, Hasta ahora, no hemos teni-
do gue sumar o multiplicar los puntos del plano, lo que nos da dere-
cho de elegir la definicidon de las operaciones con los puntos, preo-
cupandose solamente de que el nuevo sistema de nimeros posea las
propiedades que son el motivo de su creacion. Al principio, estas
definiciones nos parecerdn artificiales, sobre todo la del producto.
Sin embargo, en el capitulo X se demostrari gue ningunas otras
definiciones de las operaciones, incluso las que a primera vista
parecen mds naturales, nos conducirian al objetivo, que consiste
en la construccion de una ampliacion del sistema de nimeros rea-
les, para gue la ecuacidn (1) tenga raiz. Alli mismo se demostrard
que, en esta construccion, la suslitucion de los puntos del plano por
otro material, no nos conduciria a un sistema de miimeros diferente,
por sus propiedades algebraicas, del sistema de nitimeros complejos
que vamos a construir a continuacion.

Supongamos que en el plano se ha elegido un sistema rectan-
gular de coordenadas. Convengamos en designar los puntos del
plano con las letrasa, B, ¥, ... ¥ en representar con la notacion (a, b)
el punto o de abscisa @ y ordenada b, es decir, que apartindonos
un poco de lo convenido en la peometria analitica, escribiremos
o = (a, b). Dados los puntos & = (a, b) y p = (¢, d), lamaremos
suma de estos puntos al punto que tiene la abscisa @ - ¢ y la orde-
nada b -+ d, o sea,

(I‘J., b) “{' {.cl d)=((.‘. -+ €, b'l’" d); (2)

llamaremos producto de los puntos o= (a, b) y p=(c, d) al punto
de abscisa ac— bd y ordenada ad - bec, o sea,

(a, ) (¢, d) = (ac—bd, ad -+ be). (3}
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De este modo, hemos definido dos operaciones algebraicas en el
conjunto de todos los puntos del plano. Demostremos que estas
operaciones poseen todas las propiedades principales que ellas mismas
tienen en el sistema de nimeros reales o en el sistema de nimeros
racionales; ambas son conmutaiivas y asocialivas, estin ligadas
por la ley distributiva y para ellas existen las operaciones inversas:
la resta y la divisidn (excluyendo la divisién por cero).

Las leyes conmutativa y asociativa de la suma son evidentes
(o mas exatamente, se deducen de las propiedades correspondientes
de la suma de los niimeros reales), puesto que al sumar los puntos
en el plano, se suman por separado sus abscisas y sus ordenadas.
La conmutatividad del producto se basa en que en la definicién

del producto los puntos & y B gozan de simetria. Las siguientes
igualdades:

ta, b) (e, )} (e, ) = (ac—bd, ad + be) (e, )=

= (ace — bde — adf — bef, acf —bdf - ade - bee),
(@ B(e, d)(e, N =(a, b) (ce—df, cf +de) =

= (ace—adf— bef — bde, acf-L ade { bee — hdf),

demuestran que para el producto se cumple la ley asociativa. La
ley distributiva se deduce de las igualdades:

[(@, B)+ (e, d)l (e, fy=(a+c, b+ d)(e, ) =
=(ae+ce—bf —df, af cf-| be |- de),
(@, b) (e, ) + (¢, d) (e, [y =(ae—Uf, af--be)+(ce—df, ef 4 de)=
=(ae—bf -ce—df, af be-|-ef -|-de).
Veamos la cuestiéon de las operaciones inversas. Si se han

dado los puntos «=(a, b} y B=/(c, d), su diferencia serd un punto
{z, i) tal que

(c. &)+ (z, ¥) = (a, 1)
De aqui, en virtud de (2), se deduce que

ctax=a, dt+y==0
Por lo tanto, la diferencia de los puntos ee=(a, b) y p=(c, d) es
el punto

a—p={a—c, b—4d) {4)

y esta diferencia queda definida univecamente. En particular,
el origen de coordenadas ((),0) sirve de cero, y el punto opuesto al
punto o = (e, b) serd el punto

—t=(—a, —h. (5)
8—252
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Supongamos ahora que se dan los puntes ¢ ={a, &) y f§ =
= (¢, 4), ¥ que el punto B es diferente de cero, o sea, que al menos
una de las coordenadas ¢, d no es igual a cero y, por consiguiente,
£2 4- d® == 0. Bl cociente de la division de e por f tiene gue ser
un punto {z, y) tal que (¢, d) (z, y) = (a, b). De aqui, en virtud
de (3), se tiene que,

cx—dy =a,

dx 4 cy=1b.
Resolviendo esle sistema de ecuaciones, oblenemos:
__ac-|-bd _ be—ad
T e gz Y=g
Por lo tanto, para f==0, el cociente —g’—uxiste v se determina uni-
vocamente:
o ac--hd be—ad i
§= o wa) 0

Poniendo aqui f = =, obtenemos que en nuestra multiplicacion
de los puntos la unidad es el punto (1, U), situado en’el eje de ahscisas
a la distancia 1 del origen de coordenadas a la derecha. Poniendo
luego en (6) & =1 = (1, 0), obtenemos que, para f§ = 0, el punto

opuesto a f es:
1 o o SN 7
ﬁ B ( e d2 ' efodf ) 2 (1)

Por lo tanto, hemos construide un sistema de nimeros repre-
sentados por puntos del plano, donde las operaciones con ellos
quedan definidas por las férmulas (2) v (3); éste se denomina siste-
ma de nimeros complejos.

Demoslremos que este sistema representa una ampliacidn del
sistema de niimeros reales., Con este fin, veamos los puntos situa-
dos en el eje de abscisas, o sea, los puntos de la forma (e, 0); ponien-
do en correspondencia al punta (&, 0), el nimero real @, obtenemos
evidentemente una correspondencia biunivoca entre el conjunto
considerado de puntos y el conjunto de todos los nimeros reales.
Véase la nota del T. en la pag. 25) La aplicacién de las férmu-
las (2) y (3) a estos puntos proporciona las igualdades

(a, 0) + (B, 0) = (a b, 0),
(a, 0)- (b 0) = (ad, 0},
o sea, los puntos (a, 0) se suman y se multiplican entre si, igual que
los nmimeros reales correspondientes. Por lo tanto, el conjunto de
puntos situados en el eje de abscisas, considerado comp una parie
del sistema de nimeros complejos, no se diferencia en nada por sus
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propiedades algebraicas del sistema de nimeros reales, representado
ordinariamente por puntes de una recta. Esto nos permite no hacer
a continuaciéon ninguna distincién entre el punto (a, 0) v el ndmero
real a, o gea, que pondremos (a, 0) = a. En particular, el cero (0, 0)
y la unidad (1, 0) del sistema de nimeros complejos resultan ser los
nimeros reales ordinarios O y 1.

Tenemos que mostrar ahora que entre los nimeros complejos
estd contenida una raiz de la ecuacién (1), es decir, un nimero cuyo
cuadrado sea igual al mamero real —1. Este serd, por ejemplo, el
punto (0, 1), o sea, el punto situado en el eje de ordenadas a la
distancia 1 del origen de coordenadas, hacia arriba, En efecto,
aplicando (3), obtenemos:

(0, 1)-(0, 1)=(—1, 0)= —1.

Designemos este punto con la letra i, de modo que i? = —1,
Finalmente, demosiremos que parae los numeros complejos in-

troducidos se puede obiener su expresién ordinaria. Para esto, ha-

llemos primero el producto del nimero real & por el punto i.

bi— (b, 0)-(0, 1) = (0, b);

por consiguiente, éste es el punto que tiene la ordenada b y estd
situado en el eje de ordenadas; ademis todos los puntos del eje
de ordenadas se representan en forma de productos de éstes, Si
ahora (a, &) es un punto arbitrario, en virtud de la igualdad

(ﬂ'., b) = (a' 0.} + (Os b)v

se tiene:
(a, by=a - bi,

o sea, que verdaderamente llegamos a la expresion ordinaria de
los nimeros complejos; por supuesto, en la expresion a -+ bi, la
suma y el producto se deben entender en’ el sentido de las opera-
ciones definidas en el sistema de nimeros complejos construido.

Una vez introducidos los niimeros complejos, el lector com-
probari ficilmente que todo el contenido de los capitulos preceden-
tes del libro (la teoria de los determinantes, la teoria de los siste-
mas de ecuaciones lineales, la teoria de la dependencia lineal de
los vectores y la teoria de las operaciones con las natrices) se
generaliza sin restricciones al caso en que se permite el uso de
cualesquiera niimeres complejos, y no silo de los nimeros reales.

Yor dltimo, obsérvese que la construccién expuesta del siste-
ma de nimeros complejos nos lleva a la siguiente pregunta: ;Se
puede definir la suma y el producto de los puntos del espacio de
tres dimensiones, de modo que el conjunto de éstos forme un siste-
ma de nimeros que contenga al sistema de nimeros complejos o, al
menos, al sistema de niimeros reales? Esta cuestion sale fuera de

B*
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los mirgenes de nuesiro curso y solamente sefalaremos que la res-
puesta es negativa.

Por olra parte, observando que [a suma de Jos nimeros comple-
jos deflinida anteriormente coincide en su esencia con la suma de
vectores en el plano que parten del origen de coordenadas (véase
el siguiente piarrafo), resulta nalural la siguiente pregunta: ;Es
posible delinir para ciertos valores de = el producto de vectores del
espacio vectorial real de p dimensiones, de modo gue éste sea, con
respecto a esta multiplicacion y a la adicién ordinaria de los vecto-
res, un sistema numérico que contenga al sistema de nimeros rea-
les? Se puede demostrar que esto no se puede hacer si se quiere que
se cumplan todas las propiedades de las operaciones gue tienen
lugar en los sistemas de niimeros racionales, reales y complejos.
En el espacio de cuatre dimensiones esta construccidn es posible
si se prescinde de la conmutatividad de la multiplicacion; el siste-
ma de nameros obtenido se denomina sistema de cuaterniones. Tan-
hién es posible una construccidon andloga en el espacio de ocho
dimensiones, resultando el llamado sistema de nidmeros de Cayley.
Desde luego, en este caso no hay que prescindir solamente de la
conmutatividad del producto, sino también de su asecialividad,
sustituyendo esta ultima por otra menos rigurosa.

§ 18. Estudio posterior de los mimeros complejos

De acuerdo a la tradicidn histérica, al nimero complejo i lo
llamaremos unidad imaginaria, y a los nfimeros de la forma 6f,
niimeros imaginarios puros, a pesar de que no dudamos de la exis-
tencia de ellos, pudiendo sefialar los puntos del plano (que estin
en el eje de ordenadas) que los representan. En la expresion del
nimero complejo & en la forma a = a - bi, el nGmero a se deno-
mina parte real del nimero «, y el namero bi, parle imaginaria.
El plano, cuyos puntos se han identificado con los nimeros com-
plejos segin el método expuestio en el § 17, se llamara plano com-
plejo. El eje de abscisas de este plano se llama eje real, puesto que
sus puntos representan a los ntmercs reales; respectivamente, el
eje de ordenadas del plano complejo se llama eje imaginario.

La suma, resta, multiplicacién y divisién de los nimeros com-
plejos expresados en la forma a - bi, como se deduce de las formu-
fas (2), (4), (3), v (6) del pdrrafo anterior, se efecttan del modo

siguiente:
(@+bi)+ (e +diy=(a+e) +(b+d) i
(@-Fbi) 4 (¢ —di) =(a—c) + (b—d} i
(@ + bi) (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be) 1
a—- bi _ac#bd_}_&c—mﬁ .
c+di  ¢?d? 62 - d?
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Se puede decir que al sumar los nimeros complejos, se suman por
separado sus partes reales y sus partes imaginarias; para la resta se
cumple una regla andloga. Las expresiones verbales de las [6rmu-
las para multiplicar y dividir serian muy complicadas y las omiti-
mos. No hay necesidad de recordar la ullima de estas férmulas:

7
7
ﬁ diﬁ @
I
I =
Fle- 3 >R 'm
Fig. 2. Fig.3.

solamente hay que tener en cuenta que ésta se puede deducir mul-
tiplicando el numerador y denominador del quebrade dado por
un nimero, que se diferencia del denominador solamente por el
signo de la parte imaginaria.

En efecto,

abi _ (abi)(c—di) _ (ac | bd)-+ (he—ad)i  ac | hd__l be—ad |,
crdi (¢ i) (e—di) 2 d2 Tt U A e

Ejemplos.

1)y (2450 (1 —=Ti) = (24 1) (0 —Tyi—=3—2i;

2) (.";—FJE)—{T—'F—i)=(3—7)—l—(—9-1)i = —4—104;

3) (1 26)(3—:’):|i-.’i—2-(—1)]—:—li-(—1)-;-2-3];‘;. d -+ di;
3 |-i (23 43— 70— 204

-
gy et -
DR 10

i BrDE—0 = P20

La representacion de los niimeros complejos por puntos del pla-
no conduce al deseo natural de obtener una interprelacién geomé-
trica de las operaciones delinidas® para los' nimeros complejos.
LEsta es ficil de lograr para la suma. Sean dados los nimeros o =
=a + bi y B = ¢+ di. Unamos con segmentos el origen de coor-
denadas con los punlos (a, b) y (c, d) correspondientes a dichos
nimeros, ¥ sobre estos segmentos, como lados, trazemos un paralelo-
gramo (lig. 2). Es evidenle que el cuarto vértice de este paralelogramo
serd el punto (a-}e¢, b+d). Por lo tanto, la suma de nimeros
complejos se efectiia geométricamente por la regla del paralelogramo,
o sea por la regla de la suma de vectores que parten del origen de
coordenadas.
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El niimero opuesto al niimero @ = a -+ bi es el punto del plano
complefo que €s simétrico al punto o con respecto del ariger de coar-
denadas (fig. 3). De aqui se puede obtener sin dificultad alguna
la interpretacion geomélrica de la resta.

La interpretacidon geométrica de la multiplicacidon y divisién
de los nimeros complejos quedard clara solamente después de que
introduzcamos una nueva expresion para los nimerocs complejos.
Para la expresion del ndmero o en la forma o = a -~ bi utiliza-
mos las coordenadas cartesianas del punto correspondiente a este

nimero. Sin embargo, la posicién del punto

I en el plano queda también determinada, si se
conocen sus coordenadas polares: la distancia
r del origen de coordenadas al punto y el
dngulo ¢ que forma la direccién posiliva del
eje de abscisas con la direccidn que va desde el
origen de coordenadas hacia este punto (fig. 4).

El ntimero r es real y no negativo, siendo
ademads igual a cero solamente para el punto 0.
Para un nimero o situado en el ecje real,
o sea, para un nimero real, el nimero r es ol
valor absoluto de o«; por esto, a veces, para
cualquier nitmera complejo &, & r también se le Haman valor absolute
o midulo del nimero @, representindose por la notacién | |.

El dngulo @ se llamard argumento del niimero o y se designara
con la notacidn: arg o*, El dngulo ¢ puede tomar cualesquiera
valores reales, 1inlo positivos como negativos, teniendo que medir-
se los dngulos positivos en direccidn contraria a la del movimien-
to de lag agujas del reloj; sin embargo, si los dngulos se diferencian
enlre si en 27 o en un nimero multiplo de 2x, sus puntos corres-
pondienles del plano coinciden,

De este modo, el argumento de un numero complejo @ tiene
infinitos valores, que se diferencian entre si en nitmeres enteras
milltiplos de 2x; por consiguiente, de la igualdad de dos nimeros
complejos, representados por sus médulos y sus argumentos, sola-
mente se puede hacer la conclusion de que sus argumentos se dife-
rencian en un niimero entero miltiplo de 2x, mientras que sus médu-
los son iguales. Solamente para el niimero O el argumento es indefi-
nido; sin embargo, este niimero queda completamente determinado
por la igualdad: |0 | = 0.

El argumento del nimero complejo es una generalizacién natu-
ral del signo del nimero real. En efecto, el argumento de un ntmero
real positivo es igual a cero, el argumento de¢ un namero real nega-

Fig. 4.

* No recorrimos a las denominaciones corrientes de las coordenadas pola-
res: radio polar y édngulo polar. i
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tivo es igual a =7; en el eje real, del origen de coordenadas parten
solamente dos direcciones, las cuales se pueden distinguir por los
simbolos: +y —. En el plano complejo hay infinitas direcciones
que parten del punto O, diferencidndose por el dngulo que forman
con la direccion positiva del eje real.

Las coordenadas cartesianas y polares de un punto estan liga-
das por las relaciones siguientes:

a=rcosqg, b=rsenq, (1)
que se cumplen independientemente de la posicién del punto en el
plano.

De aqui que
Pl +Va2 4+ 6%, (2)

Apliquemos las férmulas (1) a un nimero complejo arbitrario

o =da - bi:
o =a +- bi = rcos g {rsen )i,

0 sed,
o = r(cos ¢ - i sen ). 3

Reciprocamenle, supongamos que el nimero ¢ = a -+ bi se
expresa en la forma ¢ = ry (cos g, - i sen ), donde ry ¥ o son
unos nameros reales, siendo ry = 0. LEulonces, ry cos 9y = a,
ro sen @, = b, de donde ro = + Va® + %, y, en virtud de (2),

rg = |e|. De aqui, aplicando (1), oblenemos: cos @, == cos @,
sen @g = sen @, o sea, gy -= arge.. Por lo tantoe, fodo nimero com-
plejo a se expresa univocamente en la forma (3), donde r =|a|,

¢ = arg o (por supuesto, el argumenlo ¢ estd definido salvo
un sumando, miltiplo de 2a). Esta expresion del nimere o se llama
forma lrigonométrice y se empleari [recuentemente a continuacion.

Los nimeros
a-3{cuqn {isen :r] f==co i, '-'*ﬂ)nﬂ
— s-disen o}, Be=cos—a i T
¥
T hi1 § n
v--]/d ’_cos (—-?—) -}-i sen ["_T]:]
eslin dados en forma trigonométrica; aqui, [a|=3, |B|=1, 1v1=713;
T 13

n n i 1 :
arg a=—5-, arg ﬁnTn. argy=—— (0 bien, arg ﬁ-:T. arg y——=7n].
Por otra parte, los ndmeros complejos
n n

o ={—2) (cos = i sen— ) , Br=3 (cns %:p—i sen -gn) .

¥ =2 (cos—ﬂ—f-tseuin] 8’ = sel —3—-n+'cu n
= 3 g ) o8 T g TS

ya no estin dados en forma trigonométrica, a pesar de que estas expresiones se
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an a I expresion (3). Estos nimeros se expresan en forma trigonométrica
8ol Todo siguiente:

2 (005 8 - £ oo &
2 (e ) wet (oot ).
¥ —cos Lt sen
L determinacién de n forma trigonométrica del nimero”es ongorros, como
mipro ocurro al pasar do la expr rescn ordinaria del némero complejo a la
In nllo z'u a 3‘ \'lcevsna: sul Dl casos, dados los valores numéri-
cos del seno )nsxhln allar el valor exacto del dingulo,

i o gt st ool halfn ot valores ezactos do s seno y coseno.

Supongamos qus los nimeros complejos c. y B se dan en sy for.
ma trigonométrica: B=r" (cos @ + ¢
son @), Multipliquemos estos. nimeros

= I (cos - i sen )] (cos ¢’ + i sen ¢')] =

= rr' (cosgos ¢’ i cos g sen ¢ - i sen ( cos ¢ —sen ¢ sen ¢,

o sea,

ap=rrjcos ¢+ q') -+ isen {9+ 7). 4)
Hemos obtenido la expresién del producto en la forma trigono-
métrica, de donde |af|=rr',
lapl=|al|[B], (23
es decir, ol mddulo del producto de niimeros complejos es igual al pro-
ducto de los madulos " de los factores; por otra parte, arg (af) =
=q-F @' osea,

arg (of) =arga+argf, )
es decir, el argumento del producto de niimeros complejos es igual
a la suma de los argumentos de los factores*. Claro que estas reglas
se generalizan para cualquier nimero finito de lactores. En el caso
de niimeros reales, la formula (5) proporciona la conocida propie-
dad de los valores absolutos de estos nimeros, mientras que la
formula (6), como ficilmente se comprucha, se convierte en la regla
de los signos de la multiplicacién de los nimeros reales.
La dlvlsmn también goza de proplzdadns andlogas. En efecto,
=7 (cos g+ i son q), p=1 (cos @ + i sen), siendo
. o sea, ' 0. Entonces,

r(cos i sen g)
7(cos ¢ Fsen ¢

£ (cos@-i-1 sen ) (cos ¢’ —i sen @) __
T leoR § ¢ s §) =

_%(coslpuysq;’+tsen4pwsq"-——icns(psenq;’-{—senwslm )

o SeSibravemos quo aquf la igualdad se entiends salvo un sumando, milti-
plo
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o sea,
& =+ leos (¢ — ") - Esen (¢ — )] (M
De aqui se deduce que J-—;i]= :, , o bien,
gl el
|+ 1=t ®)

es decir, el mddulo del cociente de dos niumeros complejos es igual al
médulo del dividendo dividido por el médulo del divisor; por otra parte,

[r4 .
arg (-ﬁ_) ={{p—1a, 0 5ea, Y
arg (-—B—) —arga—argh (9)
es decir, el argumento del cociente de dos niimeros complejos se obtiene
restando el argumenlo del divisor del argumento del dividendo.
El significado geométrico del producto y del cociente se acla-
ra ahora sin dificultad. En efecto, en virtud de las formulas (5)

ap 7 f
e
1
-
? 1
u = R

o=t

Fig. 5. Fig. 6.

v (6), para obtener el punto que representa el producto del niimero
o por el ndmero f = 7' (cos ¢’ -|- i sen ¢”), hay que hacer girar al vector
que va de 0 a « {fig. 5) un dngulo ¢’ = arg p en direccion contraria a
la del movimiento de las agujas del reloj, ¥y después hay que alargar
este vector 1" =| B | veces (si 0 < r" <2 1, esto no serd un alargamiento,
sino una contracciéon). Por otra parle, de (7) se deduce que para
o= r (cos ¢ -+ i sen ) == U, se tiene,

ol =p 1 {cos (—q)+ isen {(—q)], (10)

o sea, |a|? = |a?|, arg («!) = —arga. Por lo tanlo, para obte-
ner el punto o' hay que pasar del punto @ al punto e’, situado
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en la misma semirrecta que parte del cero y que pasa por el pun-
to ¢, a la distancia r! del cero (fig 6)*, v después hay que pasar
al punto simétrico a @’ con respecto al eje real.

La suma y la diferencia de nimeros complejos, dados en forma
trigonomélrica, no se pueden expresar por formulas semejantes
a las férmulas (4) y (7). Sin embargo, para el médulo de la suma se
cumplen las importantes desigualdades:

Jo|—|Bl<|ed-Bl<{a|+]B]- (11)

es decir, el mddulo de la sutna de dos nidmevres complejos es menor
o igual a la suma de los médulos de los sumandos, pero es mayor o igual
a la diferencia de estos midules. Las desigualdades (11) se dedu-
cen del conocido teorema de geometria elemental sobre los lados
del triangulo, puesto que como se sabe, |« 4 B | es igual a la dia-
gonal del paralelogramo de lados |a| v |B|. Si los puntos o, f y 0
estan situados en una recta, se necesila un estudio especial; esto
lo dejamos a cuenta del lector. Solamente en este caso se cumple el
signo de igualdad en las formulas (11).
Como a—P=o-+{—Pp)y

| —Bl=1B1 (12)

{esta igualdad es consecuencia de la interpretacién geométrica
del nimero —f), de (11) se deducen también las desigualdades

le]—=IBl<le—B|<[a]+[B] ** (13)

es decir, para el médulo de la diferencia se cumplen también las
mismas desigualdades que para el médulo de la uma,

Las desigualdades (11) se podrian obtener también del modo siguiente:
Sea @ = r (cos g + i sen ), B = 1 (cos @' A i sen @'); supongamos que
la forma trigonométrica del nimero o + p es: @ - f = R (cos ¥ + i sen ).
Sumando por separado las partes reales y las partes imaginarias, oblenemos:
rcos @--r’ cos g’ =R cos,
rsen p+r'sen g’ =& sen;

multipliecando ambos miembros de la primera igualdad por cos 1, ambos miem-
bros de la segunda por sen ¢ y sumando, obtenemos: r (cos ¢ cos ¢

* La igualdad |a’| =]|a| se cumple cuande, y sdlo cuando |@|=1, o sea,
si ol punto o estid situado en la circunferencia del circwlo unidad. S1 & estd situa-
do dentro de! circulo unidad, o' estard situado fuera de él, y viceversa, obte-
niendo de este modo una correspondencia biunivoca entre todos los puntos del

lano complejo, situados fuera del circulo unidad, ¥ todos los puntos, situados
Eantm de este circulo y diferentes de cero.
*» Por consiguiente, se cumple también la desigualdad

[tal~1Bl| <z — 81,
que se aplicari en el § 23. (Nota de T'.)
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-sen @ sen YY)+ r’ (cos ¢ cos 1§ -J-sen ¢’ sen ) = R (cos? P} sen? ),
0 sea,
reos (p—)--r' cos (p'—) =4&.
Como el coseno nunca es mayor que la unidad, de aquf se deduce la desigualdad

r+r >R, 0 sea, |a|+|P] >|a -+ f|. Por otra parte, a = (x4
4-B) — B = (& 4 B) + (—P). De aqui, por lo demostrado y en virtud de (12},

el <|ztBl+|—Bl=]a+Bl4+|B],
de donde || —|B|Zla+B|.

Es menester observar que los conceptos «mayor» y «menor»
no se pueden definir racionalmente para los niimeros complejos,
puesto que éstos, a diferencia de los niimeros reales, no se sitian
en una recta, cuyos puntos estin ordenados de un modo natural,
sino en un plano. Por esto, los nameros com-
plejos (no nos referimos a sus moédulos) no se [
pueden unir nunca con el signo de desigualdad.

Nimeros conjugados. Sea dado un niimero
complejo 0 = a + bi. El nimero a — bi, que
se diferencia de o« solamenle en el signo de la
parie imaginaria, se llama nimero conjugado
de @ y se designa pora.

Recordemos, que al estudiar la division de
los nimeros complejos recurriamos a los niime-
ros conjugados, a pesar de que no habiamos
introducido esta denominacion. Fig. 7.

s evidente que el nlimero conjugado de o
es @, es decir, se puede hablar de pares de niimeros conjugados. Los
niimeros reales, y solamenle éstos, son conjugados consigo mismos,

Geométricamente, los nimeros conjugados son punlos simétri-
cos entre si con respecto al cje real (fig. 7). De aqui se deducen las
igualdades

|| =|e|, argat = —arg c. (14)

La suma y el producto de nimeros complejos conjugados son
nimeros reales. Iin efeclo,

o | o= 2a,
- (15)
ao=a4- P =|af

La dltima igualdad muestra que el nimero oo es, incluso, posi-
tivo para ¢ 5= 0. En el § 24 se verd un teorema que muesira que la
propiedad que acabamos de demostrar de los niimeros conjugados
es caracteristica para éstos.
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La igualdad
la—bi)+(c—di)=(a+cy—(b+d)i

muestra que el nimero conjugado de la suma de dos niymeros es igual
a la suma de los nimeros conjugados con los sumandos:

a+p=ac-+f (16)
Anilogamente, de la igualdad
{a— bi) (¢ —di) = (ac — bd) — (ad - be) i

resulta que el nimero conjugado con producto es igual al producto
de {os numeros conjugades can los factores:

ap = -P. (17)
Una comprobacion directa muestra que se verifican lambién las
igualdades B
a—p=a—p, (18)
o Ei
(+)~% (19

Demostremos lambién la siguienle proposicion: si el nidmero « se
expresa de cierto modo por los nudmeros complejos By, Ba, ..., Pn
mediante la suma, el producte, la resta y la divisién, enlonces, al
sustituir en esta expresién todos los niumeros fiy, por sus conjugados,
se obtiene ef numero con}'ugado de a; en particular, si el namero
o es real, ésle no se altera al sustituir todos los nimeros complejos
B, por sus conjugados.

Esta proposicion la demostraremos por induceidn sobre n, puesto
que para n = 2 ésta se deduce de las formulas (16)—(19).

Supongames gque el numero o se expresa por les niameros
By, Bz ..., Bn, que no son necesariamente diferentes. En esta expre-
sidn hay un orden determinado de aplicacion de las operaciones
de sumar, multiplicar, restar y dividir. E1 Gltimo acto consistird en
la aplicacion de una de estas operaciones a un nimero ¥y, expresado
mediante los ntimeros By, B, ..., Pr, donde 1 < k< n—1, y a un
niimero ys, expresado mediante los nimeros Pyiy, ..., Ba. Por la
hipotesis de induccidn, la sustitucion de los nimeros By, P, . . . B
por los conjugados implica el cambio del niimero 4 por v, ¥ la
sustituciéon de los niimeros By4q, Prez, - .., P por los conjugados,
el cambio del nimero y por y.. Pero, segin una de las férmulas
(16)—(19), el cambio de y, ¥ vz por s y y» convierte al nimero &
en el nimero o.
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§ 19, Extraccién de la raiz de los nameros complejos

Estudiemos el problema de la elevacion de los nimeros com-
plejos a una potencia y de la extracciéon de una raiz. Para elevar el
numero ¢ = & | bi a una potencia entera y positiva n, es sufi-
ciente aplicar la formula del binomio de Newton a la expresion (a +
—~ bi)™ (esta formula subsiste también para los nimeros complejos,
puesto que su demostracion se basa solamente en la ley distributi-
va), y después, las igualdades: i* = —1, i{® = —i, i*= 1; en general

R B TNy Ry T LS SN
Si el nlimero o estd dado en forma trigonométrica, entonces,

siendo n entero y positivo, de la formula (4) del pdsrafo anterior
resulta la férmula siguiente, llamada férmula de Moivre:

[r{cos g -isen ¢)]* =r" (cos ng 4 i sen n), 1)

o sea, que al elevar un nimere complejo a una potencia, se eleva el
mddulo a esta potencia y se multiplica el argumento por el exponente
de la potencia. La formula (1) es vilida también para los exponen-
tes enteros negativos. En efecto, en virtud de la igualdad o™ =
= {&™)", es suliciente aplicar la formula de Moivre al nimero a1,
cuya forma trigonomélrica viene dada por la formula (10) del pirra-
fo anterior.

Ejemplos.

1) 537,——'4‘: = ‘-—1

2) (21 5i)® =23+ 3.22.5; 1 3.2.5%2 4 599 —

=§.! 605 — 150 —125i = — 142 — 65i;

3) [Vf (cus% - [ sen i;'—) ]" =()/2)*(cos n+isen ) = —4;

4) [3 (co: isen ¢ )]_
R [cus ( :1) - i sen (—% :n:) ] = i (cosi- 7T i sen —T- n) .

27 b
De la igualdad

:;“tc ‘-"| B

(cos @ - i sen )" = cos np -|- § sen n,

que representa un caso particular de la formula de Moivre, ficil-
mente se obtienen las formulas para el seno y el coseno de un dngule
multiplo. En efecto, aplicando la férmula del binomio de Newton
al primer miembro de esta igualdad e igualando por separado las
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partes reales e imaginarias de ambos miembros, se tiene:
n .
cos ng =cos" ¢ — ( 2) cos" 2. sen? ¢ - [ ;:) cos"dp.sento— . ..,

G =

sen ng = ( '1') cos" 1yp.sen — ( ;] cos" ¥ - sen® ¢ -
-+ ( ;) cos" S senbp— . . .3

- n . r . i R . -
aqui (k) es la notacién ordinaria del coeficiente binomial

( n ) _ rin—1) (n—lld} e in—k4-1)
k 1-2:3 ...k
Para n=2, se tienen las conocidas férmulas

cos 2 = cos® ¢ — sen® q,

sen 2¢ = 2 cos (¢ Sen (;

para n=23,
cos 3¢ = cos® ¢ — 3 cos § sen® o,
sen 3¢ = 3 cos® ¢ sen ¢ —sen® q.

La extraccién de la raiz de los numeros complejos es mucho
més complicada. Comencemos por la extraccién de la raiz cuadrada
del nimero o = a + bi. Todavia no sabemos si existe un nimero
complejo cuyo cuadrado sea igual a c. Suponiendo que tal nimero
existe, por ejemplo, u -~ vi y empleando la notacién ordinaria, se
puede escribir:

Va-f bi=u+vi.
De la igualdad

(wtviY=a-+bi
resulta,

2up = b, )

Elevando al cuadrado ambes miembros de las igualdades (2)
y suméndolas después, se tienc

(w2— v’)‘ 4 Aute? = (W2 Py = a® -+ b2,

u“—vzrza, }

de donde
Wt =+ Va1

se toma el signo mas, porque los nimeros & y v son reales, debido
a lo cual, el primer miembre de la igualdad es positivo. De esla igual-
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dad y de Ia primera de las igualdades (2), resulta:
ut = (a++ V@),
p’-:-_:-(—a-k V a”-i-b;).

Extrayendo las raices cuadradas se oblienen dos valores para u, gue
se diferencian en el signo, y también dos valores para v. Todos estos
valores son reales, puesto que para cualesquiera @ y b, las raices
cuadradas se extraen de niimeros positivos. Los valores obtenidos
de u y v no se pueden combinar entre si de modo arbitrario, puesto
que, en virtud de la segunda de las igualdades (2), el signo del pro-
ducto uv tiene que coincidir con el signo de b. Resultan, pues, dos
combinaciones posibles de los valores de u ¥ v, 0 sea, dos niimeros
de la forma w - vi, que pueden servir de valores de la raiz cua-
drada del nimero o estos niimeros se diferencian entre si en el signo.
Una prueba elemental, aunque complicada (elevando al cuadrado
los nimeros obtenidos, una vez evwando & == 0, y olra vez cuando
I <2 (), muestra que los nlmeros oblenidos son, verdaderamente,
valores de la raiz cuadrada del nimero a. Por lo tanto, siempre es
posible la extraccion de la raiz cuadrada de un nimero complejo,
proporcionando ésta dos valores que se diferencian entre si en el signo.

En particular, ahora resulta posible la extraccion de la raiz
cuadrada de un niumero real negalivo, siendo los valores de esta
raiz nimeros imaginarios pures. Pn efecto, si a=—0 y &6 = 0,
entonces Va® + 6% — —a, pueslo que esta raiz tiene que ser posi-

. 1 . ) & :
tiva, porlocual, u®* =-- (a—a) = 0, osea, u=10, asi que }J a = + vi.
L p ] J q

Ejemplo. Sea o == 21 —20i. Entonces a2 - 62 = |/84AL - 400 — 29,
Por consiguiente, u®- -_1,— (21 -} 29) = 25, !J“:E- (—214-29)=4, de donde

w= - 5, v = - 2, Los signes de u y v tienen que ser diferentes, puesto que
b es negalivo; en consecuencia,

VI =200 = (5—20).

Las pruebas de extraccidn de raices de grado mis elevado de los
nameros complejos, dados en la forma a + b, chocan con dificul-
tades insuperables. Asi, pues, si quisiéramos hallar con el mismo
método la raiz cibica del numero @ — 0, tendriamos que resolver
una ecuacion cubica auxiliar, cosa que por el momento no sabemos
hacer y que, como ya veremos en el §'38. requiere a su vez la exlrac-
cién.de la raiz cubica de nameros complejos. Por otra parte, la
forma trigonomdétrica se adapta perfectamente para la extraccion
de las raices de cualquier grado, con cuya aplicacion se resuelve
totalinente este problem.
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Supongamos que se necesita extraer la raiz n-ésima del nimero
@ = r (cos ¢ - ¢ sen ¢). Supongamos también que ésla se puede
hallar, resultando ¢ (cos 0 - i sen ), de modo que,

Ip (cos O -+ isen 1)]" = r (cos p - i sen ). (3)

Segiin la formula de Moivre, pm = r, o sea, p = /7, donde en
el segundo miembro figura el valor positivoe, univocamente deler-
minado, de la raiz n-ésima del nimero real positivo r. Por olra par-
te, el argumento del primer miembro de la igualdad (3) es n0, Sin
embargo, no se puede alirmar que n0 es igual a ¢, porque, en reali-
dad, éstos pueden diferir en un qum'mdo que es maltiplo entero
del nimero 27, En consecuencia, n) = ¢ —+ 2kn, donde k es entero y

1~ 2kn
0="—"=.

; P — ki &
Reciprocamente, tomando el numcm? r {cos q’+n2 Tt isen 'p+2 RJ ;

se tiene que, para cualquier & entero, positivo o negativo, la n- esuna
potencia de este nimero es igual a «. Por lo tanto

4 2
+isen?® *;"“) A

R T PR s e i Dher
ri‘-" ricos | isen q) = :" r (cosw—'%-

Dando a % diversos valores, no siempre se oblienen diversos
valores de la raiz buscada. lin efeclo, para

F=0, 4,2 comym—A (5)
se obtienen n valores distintos de la raiz, pueslo que el aumento de k
en una unidad ocasiona un aumento del argumeritos en z;? Supon-

gamos ahora que & es arbitrario. Si &£ = ng + r, 0 < +r<n —1,
se tiene,

J-2k - }
mlnrt:fpiz(r;q.r)n P 2”‘-1—29-1

es decir, el valor del argumento para nuestro k difiere del wvalor
del argumento para & = r en un numerp miltiplo de 2n; por consi-
guiente, se obtiene el mismo valor de la raiz que resulta para el
valor de & igual a r, incluido en el sistema (5).

Por lo tanto, siempre es posible la extraccién de la raiz n-ésima
de un nidmero complejo c, resultando n valores distintos. Todos los
valores de la raiz n-ésima estdn situados en una circunferencia de
radio )/ [a| con el ecentro en el cero, dividiendo a ésta en n partes
iguales.

En particular, la raiz n-ésima de un nimero real a tiene tam-
bién n valores distintos; entre éstos puede haber dos reales, uno
o ninguno, dependiendo del signo de a y de la paridad de =
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Ejemplos.

1) p= ]3/2 (COB%H-{—ESBH-::—H)=

3 3
- % A 2kn % n+2kn
=92 \cos =——+isen 5 ;

k=0: po=v72 (cos-—+isen—)

k=1:B =y ( ﬂ+m % )
k=2:52'-— ( :n:—i—;san :i n)_
2) ﬁﬂw:ym:
51 2kn 5t 2kn
=008 5 —- I sen 5 :
fy=rcos : -,—lsen%—z.Tz_._!_.,; 1/2-2 ;
fy =cos —i— T :‘sen'T’_n:z- — Bo-

3) p=1 —8 =1/ 8(cosnt+isen )=

(cos 1 - 2!.. i sen -32&11. ‘ .

ﬁo--2(c ——| i sen l) =14+iV'3;
Py=2(cosm-t-isenm)= —2;

fp=2 (cos-s’——| i sen —-) =1—i13.

Raices de la unidad. Tl caso de la exiraccién de la raiz n-ésima
del ntimero 1 es de particular importancia. Esta raiz tiene n valo-
res y, en virtud de la igualdad 1 = cos 0 -+ i sen 0 y de la férmu-
la (4), todos ellos, o, como nos expresaremos, todas las raices n-ési-
mas de la unidad, vienen dadas por la formula

Vi:cosE—tEJ—f.senJ‘—T E=0,1, ya—1. (6)
Los valores reales de la raiz n-ésima de la unidad se obticnen de la
formula (6) para los valores k=0 y % , 81 » es par, y para k = 0,
si n es impar. En el plano complejo las raices n-ésimas de la unidad

9—-252
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estdn”situadas en la circunferencia del circulo unidad y la dividen
en n arcos iguales; el nimero 1 es uno de los puntos de divisién.
De esto se deduce que las raices n-ésimas de la unidad que no son
reales estin situadas simétricamente con respecto al eje real, es
decir, son conjugadas entre si.

La raiz cuadrada de la unidad tiene dos valores: 1 y —1. La

raiz cudrtica de la unidad tiene cuatro valores: 1, —1, i y —i. Para
lo future es conveniente recordar los valores de la raiz ciibica
2k

de la unidad. En virtud de (6), éstos son los nimeros cos = -+

g 2kn i .
--i sen =5 donde b = 0, 1, 2, 0o sea, ademas de la unidad, se
tienen los nimeros conjugados enlre si:

2n ; 2n 4, o /3
& = 08—~ | sen %z_j'i"—vj“'
- T
4w an 1 . V3 @
B:=L0b—3—|-15(‘.n S = —g i -

Todos los valores de la raiz n-ésima del mimero complejo o se
pueden obtener multiplicando uno de estos valores por lodas las
raices n-ésimas de la unidad. En electo, sea p uno de los valores de la
raiz n-ésima del nimero o, o sea, que " = e, y sea & un valor arbi-
trario de la raiz n-ésima de la unidad, o sea, que ¢" = 1. Entonces,
Be)* = p"e™ = «, es decir, e también es uno de los valores de 1.
Multiplicando p por cada una de las raices n-ésimas de la unidad,
obtenemos n valores diferentes de la raiz nr-ésima del mimero e,
o sca, todos los valores de esta raiz.

Ejemplos. 1) Uno de los valores de la raiz ciibica de —8 es —2. En virtud
de (7), los otros dos serin los nimeros —2¢y = 1 — i /3 y —2ea =1 i |/3
(véase el ejemplo anterior 3). 2) 381 tiene cuatro valoves: 3, —3, 3i, —3i.

El producto de dos raices n-ésimas de la unidad también esuna raiz
n-ésima de la unidad. En efecto, si e"=1y n"=1, se tiene, (en)"=
= "™ = 1. Por otra parte, el nuimero reciproco de la raiz n-ésima
de la unidad también es una raiz n-ésima de la unidad. En efecto, sea
e"® = 1. Entonces, de la igualdad &". ¢! = 1 resulta, &" (e )"=
= 1, o sea, ()" = 1. En general, toda potencia de la raiz n-ésima
de la unidad también es una raiz n-ésima de la urnidad.

Toda raiz k-ésima de la unidad también es raiz l-ésima de la
unidad para cualquier !, multiplo de k. De esto se deduce que, con-
siderando todo el conjunto de las raices n-ésimas de la unidad,
algunas de estas raices también son raices n'-ésimas de la unidad
para ciertos n’, divisores del niimero n. Sin embargo, para todo n
existen raices n-ésimas de la unidad que no son raices de la unidad
de orden menor. Estas se llaman raices primitivas n-ésimas de la
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unidad, Su existencia se deduce de la Iérmula (b): si se designa

con g, el valor de la raiz que corresponde al valor dado de % (de modo

que g4 = 1), en virtud de la férmula de Moivre (1), se tiene:
e{*=sk.

Por consiguiente, ninguna potencia del nimero ey, menor que la

n-ésima, sera igual a 1, o sea, el nimero g; = cos & +i sen 2“;‘

es una raiz primitiva.

La raiz n-ésima de la unidad & es primiliva cuando, y sélo cuan-
do, sus potencias e, k = 0,1, ..., n — 1, son diferentes, es decir, si
con ellas se agotan todas las raices n-ésimas de la unidad.

En efecto, si todas las potencias indicadas del nfiimero & son
diferentes, es evidente que éste es raiz primitiva rn-ésima de la uni-
dad. Si, por el contrario, & = g para 0L k<<l n—1,
entonces, e* =1, y en virtud de las desigualdades I < I —
— k< n—1, la raiz & no seri primitiva,

En el caso general, el niiniero €, hallado anteriormente no serd la
unica raiz primitiva n-ésima de la unidad. Para hallar todas estas
raices se aplica el teorema siguiente:

Si & es una raiz primitiva n-ésima de la unidad, el niimero €
es una raiz primitive n-ésima de lo unidad cuando, y sélo cuando, k
es primo con n.

En efecto, sea d el miximo comiin divisor de los ntimeros &k y n.
Sid=1vy k=dk', n = dnrn’, entonces,

(£ = ghn’ — gh'n — (gM)W' =1,
o0 sea, la raiz e" resulta raiz n'-ésima de la unidad. X

Por otra parte, supongamos que d = 1 y que el nimero &* es
una raiz m-ésima de la unidad, 1 << m << n. Por lo tanto,

(b.fl)ru = Hkm =1,

k

Como el nimero € es una raiz primitiva n-ésima de la unidad, lo que
implica que pueden ser iguales a la unidad solamente las potencias
del mismo cuyos exponentes sean multiplos de », el nimero km es
miltiplo de . Sin embargo, como 1< m<<n, resulta que los nfimeros
k y n no pueden ser primos entre si, lo que contradice a la hipote-
sis, Por lo tanto, el nimero de raices primitivas n-ésimas de la uni-
dad es igual al nimero de enteros positivos &, menores de n y pri-
mos con k. La expresion de este niimero que, generalmente, se desig-
na mediante ¢ (), se puede hallar en cualquier tratado sobre la
teoria de los nimeros. Si p es un numero primo, todas las raices
p-ésimas de la unidad son primitivas, a excepcion de la unidad
misma. Por otra parte, entre las raices cudrticas de la unidad son
primitivas i y —i, pero no 1 y —1.

G



CAPITULO V
[LOS POLINOMIOS Y SUS RAICES

§ 20. Operaciones con los polinomios

La teoria de los determinantes y la teoria de los sistemas de
ecuaciones lineales es un desarrollo directo de la rama del dlgebra
escolar que, comenzando por una ecuaci n de primer gradoe con
una incognita, nos lleva a los sistemas de dos y tres ecuaciones de
primer grado con dos y tres incégnitas, respectivamente. Otra rama
del Algebra elemental, considerada mis importante, consiste en el
paso de una ecuacién de primer grado con una incdgnita a una ecua-
cién cuadritica arbitraria, de nuevo con una incognita, y después
a unos tipos particulares de ecuaciones de tercero y cuarto grado.
Esta rama se desarrolla en una amplia y rica secciéon del Algebra
superior dedicada al estudio de ecuaciones arbitrarias de n-ésimo
grado con una incdgnita. Esta seccion del dlgebra esla mis antigua.
El presente capitulo, asi como algunos de los capitulos ulteriores
del Iibro estan relacionados con esta seccidn.

La forma general de una ecuacién de n-ésimo grado (donde n es
cierto numero entero positivo) es

agz" 4 a, g™ ... a3+ a.=0. (1)
Se supondri que los coeficientes ao, ay, ..., @,_y, @, son nimeros
complejos arbitrarios y que el coeficiente superior a, es diferente
de cero.

Resolver la ecuacién (1) significa hallar para la incognita z
unos valores numéricos que satisfagan a esta ecuacion, es decir, que
al sustituirlos en lugar de la incognita, después de realizar todas
las operaciones indicadas, reduzean a cero el primer miembro de
la ecuacién (1).

Por otra parte, resulta conveniente sustituir el problema de la
resolucion de la ecuacién (1) por el problema mis general del estu-
dio del primer miembro de esta ecuaciom

aox" + ng“.—" “1' R + Ap—y T + n, (2)

denominado polinomio de grado n en la indeterminada z. Hay que
tener presente que ahora denominamos polinomio a una expresion
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de la forma (2), o sea, a una suma de potencias no negativas de la
indeterminada x, tomadas con ciertos coeficientes numéricos, y no
a cualquier suma de monomios como ocurria en el 4lgebra elemen-
tal. En particular, no se denominaran polinomios las expresiones
que coniengan la indeterminada z con exponentes negativos o frac-

cionarios, por ejemplo, 22?2 — % + 3, 0 az™® 4 bz? + cxl 4 d -
1

+ ex + fa®, o bien, z% - 1. Abreviadamente, los polinomios se

designaran con las notaciones: f (z), g (z), ¢ (2), etc.

Dos polinomios f (z) ¥ g (z) se supondrin iguales (o idénticamente
iguales), f (z) = g (z), si son idénticos los coeficientes de potencias
iguales de la indeterminada. En particular, un polinomio no puede
ser idéntico a cero, si al menos uno de sus coeficientes es diferente
de cero y, por lo tanto, el signo de igualdad que figura en la expre-
sién de la ecuacién de r-ésimo grado (1) no tiene que ver nada con
la igualdad de los polinomios que acabamos de definir. El signo =
que liga a los polinomios se debe entender como una identidad
de los mismos.

Por consiguiente, el polinomio de n-ésimo grado (2) se debe
interpretar como una expresion formal, completamente determinada
por el conjunto de sus coeficientes ag, ay, ..., a,, donde ay 5= 0.
El significado exacto de estas palabras se aclarard mucho més tarde,
en el cap. 10. Obsérvese que ademds de la expresion” del polinomio
en la forma (2), o sea, segin las potencias decrecientes de”la indeter-
minada x, se permitirdn también olras expresiones obtenidas de (2)
permutando los sumandos, como por ejemplo, la expresion segin
las potencias crecientes de la indeterminada.

Naturalmente, se podria inlerpretar el polinomio (2) desde el
punto de vista del anilisis matematico, o sea, como una®funcion
compleja de la variable compleja x. Sin embargo, se debe’ tener en
cuenta que dos funciones se suponen iguales cuando son”iguales sus
valores para cualesquiera valores de la variable z. Fsta claro que
dos polinomios que son iguales en el sentido algebraico formal
indicado anteriormente, serdn también iguales como funciones de x.
Lo reciproco se demostrari en el § 24. Después de esto resultarin
equivalentes los puntos de vista algebraico y teérico—funcional sobre
el concepto de polinomio con coeficientes’ numé icos; por ahora ten-
dremos que indicar cada vez el sentido que se da al concepto de
polinomio. En el pirrafo presente y en los dos que siguen se consi-
derard el polinomio como una expresién algebraica formal.

Por supuesto, para cualquier niimero natural n existen polino-
mios de r grado. Examinando todos los polinomios posibles, ademis
de los polinomios de primer grado, cuadriticos, ciibicos y etc.,
nos enconlraremos con polinomios de grado cero, es decir, con nime-
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ros complejos diferentes de cero. El nimero cero también se tomara
como polinomio; éste es el 1nico polinomio cuyo grado es
indefinido.

A continuacion definiremos las operaciones de adicién y mul-
tiplicacion para los polinomios de coeficientes complejos. Estas
operaciones se introducirin del mismo modo que las operaciones
con los polinomios de coeficientes reales, conocidas por el lector
en el curso,de algebra elemental.

Dados los polinomios f (z) y g (z) de coeficientes complejos,
expresados para mayor comodidad segiin las potencias crecientes de z:

fl@y=a+ax+ ... +ap-@" T+ anx®, an=0,
g@)=by b+ ...+ beyz" - Dsa’, by 50,
donde n> s, se llamard suma al polinomio
f@)+g@)=cotecx+ ... A-eng@™ 4 (oft% it

cuyos coeficientes se obtienen sumando los coeficientes respectivos
de iguales potencias de la indeterminada en las expresiones de
f(z) v g(x), o sea,

c,-:-a(—l‘b,, £=0, 1.,....?1, (3.}

donde, para n = s, se tiene que suponer que los coeficientes byiy,
byia, ...,' b, son iguales a cero. El grado de la suma sera igual a n,
si n es mayor que S; pero,para » — s, puede ocurrir que éste sea
menor que n, precisamente cuando b, = —a,.

Se llama producto de los polinomios f (x) y & (z) al polinomio

fl@)g@)=dot+dz+ ... +dna @ dn2™,
cuyos coeficientes se determinan del modo siguiente:

di= 2 apby, i=0,1,....,n+s—1, nts, (4)
k=t

o sea, el coeficiente d; es el resultado de sumar todos los productos
de aquellos coeficientes de los polinomios f (z) ¥ g (z) la suma de
cuyos indices es igual a i; en particular, dy = agbo, di = agby
+ agbg, ..., dnts = @b, Dela tltima igualdad resulta la desigual-
dad d,+,0. Por consiguiente, el grado del, producto de dos
polinomios es igual a la suma de sus grados.

De aqui se deduce que nunca serd igual a cero el producto de
polinomios, diferentes de cero.

Para los polinomios, équé propiedades poseen las operaciones
introducidas? Las propiedades conmutativa y asociativa de la suma
son consecuencia inmediata del cumplimiento de estas propiedades
para la suma de los miimeros, puesto que se suman los coeficientes
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de cada potencia de la indeterminada por separado. La resta resulta
posible: desempeiia el papel del cere el nimero cero, que fue in-
cluido como polinomio; el opuesto al polinomio f (x), escrito anterior-
mente, es el polinomio

—fl@)=—ay—ax—... —ay " —ayz",

La propiedad conmutativa de la multiplicacién es consecuencia
del cumplimiento de la propiedad conmutativa para el producto
de los nimeros y de que en la definicién del producto de polino-
mios, los coeficientes de ambos factores f (z) y g (z) se empleen
de un modo equivalente. La propiedad asociativa se demuestra
del wodo siguiente: si, ademds de los polinomios f (z) y g (z) escri-
tos anteriormenle, es dado también el polinomio

Yo t
hiz)=cy+ecir+ ... |- Cemgx ez, 0040,

el coeficiente de 2%, i=0,1,...,n-Ls+¢ en el producto (f(z)x
X g(x)] k() serd el mimero

i
E ( ..\_.J akbl) Cm = E agbyen,
jHm=i hLti=j i m=i

micentras que en el producto f(x) g (z) % (2)], serd ¢l mimero

N T
o D bew)= D akbiem.
feboge=i 14 mej h-Fl-fbm=i
que es igual a él.
Finalmente, el cumplimiento de la ley distributiva se deduce
de la igualdad
% | ' ! . .l
; ?,_,-‘ fan -y er= D) aper- 2 ey,
ipl= R

B f=1 L=

puesta que el primer miemhre de ésta es el coeficiente de 27 en el
polinomio [f (z} -I- g (2)] & {z) ¥ el segundo miembro es el coeficien-
te de la misma potencia de la indeterminada en ¢l polinomio
flx) ke (x} - g (x) b (x).

Obsérvese que en el producto de los polinomios, el niamero 1,
considerado como polinomio de grade cero, desempeiia el papel
de la unidad. Por otra parle, el polinomio f (x) posee un polinomio

reciproco 7' (x),
Fa) [ () = 1. (9)

cuando, Yy sélo cuando, {(x) es un polinamio de gradae cera. lin efocta,
si f (z) es un nimero a, diferente de cero, el polinomio reciproco es
el niimero a™. Pero si f (z) es de grado 2 > 1, el grado del primer
miembro de la igualdad (5), en caso de que existicse ¢l polinomio
f1(x) no seria menor de n, mientras que en el segundo miembro
figura wn polinomio de prado cero,
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De aqui se deduce que para el producto de polinomios no existe
la operacion inversa, la divisién. Iin este sentido, el sistema de todos
los polinomios de coeficientes complejos se parece al sistema de todos
los niimeros enteros. Fsta analogia se manifiesta en que para los
polinomios, al igual que para los nimeros enleros, subsiste el algo-
ritmo de la divisién con resto*. Para el caso de los polinomios de
coeficientes reales el lector ya conoce este algoritmo por el dlgebra
elemental, Pero, como consideramos ahora el caso de polinomios con
coeficientes complejos, tendremos gue hacer todos los enunciados
due aqui se requieren y las demostraciones correspondientes,

Para cualesquiera dos polinomios f (z) y g (z) se pueden hallar
unos polinomios q (z) y r(x), de lal manera que

f(x) =g (®) q @) +r(2), (6)
donde el grado de r (z) es menor que el de g (z), o bien, r(z) = 0.
Los polinomios q (z) y r (x} que satisfacen a esta condicion se deter-
minan urivocamente.
Demostremos primero la segunda parte del teorema. Supongamos
que existen también unos polinomios g (z) ¥ r () que salisfacen
a la condicion

f(@)=g @) q() +r @), (M

dondeel grado de 7 () esdenuevo menor que el de g (z)**. Igualando
entre si los segundos miembros de las igualdades (8) ¥ (7). se tiene:

g(2) g (@) —q (@) = Hz)—r(z).
El grado del segundo miembro de esta igualdad es menor que el de
g (z), mientras que si g (z)—q (z) 5= 0, el grado del primer miembro
seria mayor o igual al grado de g (). Por esto, tiene que ser q (z) —
— ¢ (z}) = 0, o sea, ¢ (z} = ¢ (z), de donde r (x} = 7 (z), como se
queria demostrar.

Pasemos a demostrar la primera parte del teorema. Supongamos
que n y s son los grados respectivos de los polinomios. Si n << s,
se puede suponer que g (z) =0, r{z) = f(z). Si »n > s, aplica-
remos el mismo método empleado en ilgebra elemental para efec-
tuar la divisién de polinomios.con coeficientes reales, ordenados
seglin las potencias decrecientes de la indeterminada. Sea

f [x) = a‘ﬂxu + ai':":ﬂ_l 'l" L ‘}_ Qp T + [ @y 9& 01
g (@) = bz’ + by2*t 4 .. bzt by, by == 0.
Poniendo

@)= ="g (@) = f1(), @)

* Denominada también divisidn entera (N del T.).
** O bien ¥ (r}=0. En adelante, este caso no %8 va a excluir



§ 21. Divisores. Mdximo comiin divisor 137

se obtiene un polinemio cuyo grado es menor que 7. De:sigﬂemos
este grado por my, y el coeficiente superior del polinomio f; (z),
por a;,. Si todavia nry 2> s, ponemos

fi(@)— G5 zmrg (2) = f2 (2), (CH

designamos con n, el grado y con asg, el coeficiente superior del
polinomio f, (z), poniendo después

fa(2) =2 g (@) = 12 (@), (82)

y elc.

Como los grados de los polinomios f; (z), f2 (2), ... decrecen,
n>=>n; = Ny > ..., después de repetir este proceso un numero finito
de wveces, obtendremos un polinomio f, (z):

Ah-1,0 n —8
foes () mr—p = 2817 @) = fu (2), (8r-1)
cuyo grado ny serd menor que s, lerminando asi el proceso. Sumande
ahora las igualdades (8), (8y), ..., (8x—1), se obtiene:

flz)— (g_: - %znl—a ST an;;. [N xnh_r"!) g(@) = fn(2),

o sea, que los polinomios

i % -t L R4 0 Tyt

L. G
g =ra o Tl

r (.’-‘5) = fl’: (x}

satisfacen verdaderamente a la igualdad (6), siendo rcalmente el
grado de r (z) menor que el de g (z).

Obhsérvese que el polinomio ¢ (z) se llama cociente de la division
de f (z) por g (x) y r (z), resio (o residuo) de esta division.

De la consideracion del algorilmo de la division con resto, se
establece ficilmente que si f (x) y g (x) son polinomios de coeficien-
tes reales, los coeficientes de lodos les polinomios fy (), f» (x),
ooy Y, pOT consiguicnte, también los del cociente g (x) y los del resio,
r(z), son reales.

§ 21, Divisores. Méiximo comin divisor

Sean dados unos polinomios f (z) y ¢ (z), diferentes de cero, con
coeficientes complejos. Si el resto de la division de f () por ¢ (z)
es igual a cero, o como lambién se dice, si f(x) se divide (o es divisi-
ble) por ¢ (z), entonces el polinomio ¢ (z) se llama divisor del poli-
nomio f (z).
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El polinomio ¢ (x) es divisor del polinomio f (x) si, y sélo si,
existe un polinomio P (x) que salisfaga a la igualdad

f (@)= (@) ¢ (x). M

En efecto, si ¢ (z) es divisor de f (), el cociente de la division
de f (x) por @ () desempena el papel de W} (z). Reciprocamente,
supongamos gue existe un polinomio vy (z) que satisface a la igual-
dad (1). De la unicidad de los polinomios ¢ (z) y r (z)} que satis-
facen a la igualdad

H2) = (2) g (2) - r (2).
demostrada en el parrafo anterior, y de la condicion de que el grado
de r (x) es menor que el de ¢ (z), se deduce que 2n este caso el cocien-
te de la division de f(z) por ¢ (z) es igual a ¢ (2} y el resto es
igual a cero.

Se comprende que, cumpliéndose la igualdad (1), ¥ (z) es tam-
bién divisor de f (). Luego, es evidente que el grado de ¢ () no
es superior al de f (z).

Obsérvese que, si el polinomio f (z) y su divisor ¢ (2) tienen
ambos coeficientes racionales o reales, el polinomio ¢ {z) también
tiene los coeficientes racionales o, respectivamente, reales, puesto
que éste se halla mediante el algoritmo de la division, Por supues-
to, un polinomio de coeficientes racionales o reales puede poseer
también divisores cuyos coeficientes no sean todos racionales
0, respectivamente, reales. Esto se observa, por ejemplo, en la
igualdad

2pl=(z—i)+1)

Senalemos algunas propiedades fundamentales de la divisibilidad
de los polinomios que tendrian numerosas aplicaciones a continuacion,

1. 8i f (x) es divisible por g (z) y g (z) es divisible por & (),
entonces [ (z) es divisible por h (z).

En efecto, por la condicion f (z) = g(z) g (2) ¥y g (z) =
= h (z) ¥ (x), ¥, por lo tanto, f (z) = & (2) [} (z) ¢ (z)]

I1. Si f(x) y g () es divisible por ¢ (x), su suma y diferencia
también es divisible por g (x).

En efecto, de las igualdades f(z) =g ()¢ (2) v g(z) =

= q (z) x(sr) resulta: f(z) + g (z) = g (z) [ (2) = ¥ (@)].

IT1. Si f () es divisible por ¢ (x), el producto de f (x) por cual-
quier po inomio g (x) también es divisible por ¢ (x).

En efecto, si f(x) = ¢ (2) P (2), se tiene: f(z)g(z)=
=q (z) [} (2) g (2)].

De II y III se deduce la siguiente propiedad:

1V. Si cada uno de los pelinomios f (z), f2 (%), ..., fa (z) es divi-
sible por ¢ (z), el polinomio

11(2) 81 (@) + f2 (@) g2(2) + . . . 4 fu (2) gn (2),
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donde g, (), g2 (x), ... gr (x) son unos polinomios arbitrarios, tam-
bién es divisible por ¢ (z).

V. Todo polinomio f (x) es divisible por cualquier polinomio de
grado cero.

En efecto, si  (z) = apz™ + ay2™ + ...+ an, ¥ ¢ es un nlimero
arbitrario, diferente de cero, o sea, un polinomio arbitrario de
grado cero, entonces

i}

f@=c (e p oy 450

VI. Si f (x) es divisible por @ (z), f (z) es también divisible por
cq (z), donde ¢ es un nimero arbitrario, diferente de cero.

En efecto, de la igualdad f (x) = ¢ (x) ¢} (z) resulta la igualdad
flz)=lep ()]-[c* ¥ ()]

VII. Los polinomios cf (z), ¢ 5= 0, y sdlo éstos, son los divisores
del polinomio f (x) que tienen el mismo grado que f (z).

En efecto, f (z) = ctief {(2)], o ea, f{z) es divisible por ¢f (2).

Si, por otra parte, f (z) es divisible por ¢ (z), coincidiendo los
grados de f (z) ¥ ¢ (z), el grado del cociente de la division de f (z)
por ¢ (z) tiene que ser igual a cero, es decir, f () = dg (x), d 5= 0,
de donde ¢ (z) =d™ | (2).

De aqui resulta la siguiente propiedad :

VIILI. Los polinomios f (z) y g (x) son divisibles entre st cuando,
y silo cuando, g (x) = cf (x), ¢ 5= 0.

Finalmente, de VIII y 1 resulta la propiedad:

1X. Todo divisor de uno de los dos polinomios f (x) y ¢f (), donde
c == 0, es divisor del otro.

Miximo comin divisor. Sean dades unos polinomios arbitra-
rios, f(x) ¥ g (z). Bl polinomio ¢ (z) se llama divisor conuin de
f(x) v g (x), si es divisor de cada uno de estos polinomios. La pro-
piedad V' (véase mas arriba) muestra que todos los polinomios de
grado cero pertenecen al conjunio de los divisores comunes de los
polinomios f (x) y g (x). Si éstos no tienen mis divisores comunes,
se dice que son primos entre si.

En el caso general, los polinomios f (x) y g () pueden poseer
divisores dependientes de x. Introduzcamos ahora el conceplo de
mdxrimo comun divisor de estos polinomios.

Seria ineomodo tomar tal definicion, segin la cual el miximo
comin divisor de los polinomios seria el comiin divisor de mayor
grado. Por una parle, no sabemos todavia si f(x) v g (z) pueden
poseer o no muchos divisores comunes distintos de mayor grado,
que no solo se diferencien entre si en un factor de grado cero, por
lo que esta definicion resultaria muy indeterminada. Por otra parte,
el lector ya conocera por la aritmélica elemental la forma de oblener
el miaximo comun divisor de nimeros enteros, y =sabri que el maxi-
mo comiin divisor 6 de los nimeros enteros 12 v 18, no s6lo es el
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mayor de los divisares comunes de estos nimeros, sino que también
es divisible por cualquier otro de sus divisores comunes; en efecto,
los demis divisores comunes de los niumeros 12 y 18 son: 1, 2, 3,
R e s

Por consiguiente, para el caso de los polinomios, aceptare-
mos la siguiente definicion:

Se llama mdximo comin divisor de los polinomios f (z) v g (z),
diferentes de cero, al polinomio d (z) que es comin divisor ¥ que
a la vez es divisible por cualquier otro divisor comin de estos poli-
nomios. El miximo comun divisor de los polinomios f (z) ¥y g (z)
se designa con la notacién (f (), g (z)).

Con esta definicién no se aclara el problema de la existencia del
méximo comin divisor para cualesquiera polinomiocs f {z} v g (z).
Ahora se dara una respuesta positiva a este problema. A la vez,
se sefialard un método para hallar el miximo comin divisor de los
polinomios dados. Por supuesto, aqui no se puede emplear el método
con el que ordinariamente se halla el médximo comun divisor de los
nimeros enteros, puesto que para los polinomios no tenemos por
ahora nada parecido a la descomposicién del nimero entero en un
producto de factores primos. Sin embargo, para los niimeros enteros
e iste también otro método, denominado algoritmo de las divisiones
sucesivas o algoritmo de Euclides; este método también puede apli-
carse a los polinomios.

E) algoritmo de Euclides para los polinomios consiste en lo
siguiente. Sean dados los polinomios f(z) y g (z). Se divide f (z)
por g (x) y se obtiene por lo general un resto ry (z). Se divide luego
g (z) por ri{z) y se obtiene el resto ry (z}, se divide ry (z) por 2 (2},
etc. Como los grados de los restos van disminuyendo todo el tiem-
po, en esta cadena de divisiones sucesivas llegaremos a un lugar
en el que {a divisién serd exacta y el proceso se terminard. £¢ resto
ry (x), por el que se divide exactamente el resto anterior ry—q (z),
serd el mdximo comiin divisor de los polinomios f (x) y g ().

Para la demostracién, escribamos lo expuesto en las lineas
anteriores en forma de la siguiente cadena de igualdades:

fl)=g@ q @)+ (=),
g () =r(2) g2 (2) -+ 72 (2),
r (&) =1y (z) g3 () + 14 (2),

................. (2)
Tig () = Fa-z (%) Qs (2) + i1 (2),
T2 () =Tn-1 (%) G (@) + ra (7),
Fhey () =3 (2) grag (2)-
La iltima igualdad muestra que ry (z) es divisor de ry—y (x).
De aqui resulta que ambos sumandos del segundo miembro de la
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peniltima igualdad son divisibles por ry (), y porlo tanto, ry (z)
también es divisor de r,—» (z). A continuacién, subiendo del mismo
modo a los otros renglones, obtenemos que ry, (x) también es divisor
de rp_z(x), ..., r2 (), ry{x). De aqui, en virtud de la segunda
igualdad, resulta que ry (z) es divisor de g (z), de donde, en vir-
tud de la primera lgualdad también es divisor de f (z). Por lo tanto,
ry (z) esun divisor comin de f (x) ¥ g ().

Consideremos ahora un divisor comin arbitrario ¢ (x) de los polino-
mios f (z) y g (z). Como el primer miembro y el primer sumando del
segundo miembro de la primera de las igualdades (2) son divisibles por
@ (z), ry {x) también es divisible por ¢ (z). Pasando a la segunda
v a las siguientes igualdades, ohtenemos del mismo modo que todos
los polinomios ry (x), r3(x), ..., son divisibles por ¢ (x). Si, final-
mente, se ha demostrado que ry_, (z) y ra—, (x) son divisibles por
@ (z), de la peniltima igualdad obtenemos que ry (r) es divisible
por ¢ (z). Por lo tanto, ry (z) es verdaderamente el maximo comin
divisor de f(x) ¥ g ().

Por consiguiente, hemos demostrado que dos polinomios cuales-
quiera poseen maximo comin divisor y hemos obtenido un método
para su cilculo. Este método muestra que, si los polinomios { (z)
y g (z) liemen ambos coeficientes racionales o reales, los coeficien-
tes de su mdximo comin divis r también son racionales o, respecli-
vamernte, reales, a pesar de que estos polinomios pueden tener
divisores cuyos coelicientes no sean todos racionales (reales). Asi,
pues, los polinomios con coelicientes racionales

fl@)=a2"—3:* =22+ 06, gla)=a"{-2°—2r—2

tienen un maximo comun divisor #* — 2 con coelicientes raciona-
les, a pesar de que tienen un comun divisor x —— [/'_’_ cuyos coefi-
cientes no son todos racionales.

Si d{z) es el miximo comin divisor de los polinomios f(:()
¥ g (z), como muestran las propiedades VIITy IX (véase la pig. 139),
por maximo comin divisor se podria Lomar también el polinomio
ed (x), donde ¢ es un nimero arbitrario, diferente de cero. Ln otras
palabras, el mdzimo comiin divisor de dos polinomios se determina
salvo un factor de grado cero. Fin virtud de esto, se puede convenir en
que el coeficiente superior del maximo comin divisor de dos poli-
nomios sea siempre igual a la unidad. Aplicando esta condicion, se
puede afirmar que dos polinomios son primos entre si cuando, y sélo
cuando, su mdzimo comin divisor es igual a la unidad. Fn efecto,
por miximo comin divisor de dos polinomios, primos entre si, se
puede tomar cualquier numero diferenle de cero; pero si este
nu:r:]er; se multiplica por su elemento reciproco, oblenemos la
unida
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Ejemplo. Hallar el maximo comiin divisor de les polinomios
flz) —ad - 3xd — 22 —dxr—3, glz)—=33 1022122 —3.

Para evitar coeficientes fraccionarios, al aplicar el algoritmo de Euclides
a los polinomios con coeficientes enteros, se puede multiplicar el dividendo
o sim ri[icur el divisor por cualquier nimero diferente de cero, no sélo al comen-
zar alguna de las divisiones sucesivas, sino también durante el proceso de la
division misma. Naturalmente, esto conducird a una alteracidn del cociente,
ero los restos que nos interesan adquiririn solamente un factor de grado cero,
o que, como ya sabemos, al buscar ef méximo comin divisor, es admisible.
Dividimos f (z) por g (x), multiplicando previamente j (z) por 3:

3244923 — 322 —122—9 | 323 1022 22 —3
3o - 1003 |- 222 3z z-+1
—z? _hat—9r—19

(multiplicamos por —3)
373152227z 27
B3aB--10z24 2:— 3
52+ 25z - 30.
P'or lo tanto, después de simplificar por 5, el primer resto es ry(z)=
=22} 5z -6, Dividimos el polinomio g (z} por éste:
33 |- 1022422 —3 |22 L5216

32301522 L 18x 3:—5
—b5x?—16r—3
— 5z — 25 — 30
Qr-- 27,

Por consiguiente, después de simplificar por 9, el segundo resto es:
ra(r)=1:x--3. Como
ryla)=rzlc) (x1-2),
ry (<) seri el dltimo resto, por el que se divide exactamenie el resto ante-
rior. Por lo tanto, éste es el miximo comin divisor:

(f (z)y g (=)y=2x+3.

Apliquemos el algoritmo de Euclides para la demostracion del
teorema siguiente:

Si d (x) es el mdzimo conuin divisor de los polinomios f (z) ¥ g (),
existen tales polinomios u (x) y v (z) que

fzyulz)+glx)v(2)=4d(z) (3)

Siempre se puede suponer que, si los gradoes de los polinomios f ()
y g () son mayores que cero, el grado de u (z) es menor que el grado
de g (z) y el grado de v (x) es menor que el grado de f (x).

La demostracién estd basada en las igualdades (2). Si se tiene
en cuenta que rp (¥) = d (z) y se pone uy (z) = 1, vy (&) = —q (¥),
segin la pendltima de las igualdades (2), se tiene:

A (2) = rp-g (@) Uy (2) + re-y () vy (2).
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Ponienda aqui la expresién de ry_,(#) mediante ry_g(z) y ra-z(2),
se obtiene de la igualdad anterior (2):

d (%) =g () U2 (%) + Fa-2(Z) 02 (),

donde, evidentemente, u: () = vy (z), vz ()= uy (2) — vy (z) q._,(x}.
Continuando el ascenso por las igualdades (2), se llegara, final-
mente, a la igualdad (3) que se queria demostrar.

Para la demostracion de la segunda afirmacién del teorema,
supongamos que se han hallado ya los polinomios u (z) y v (2)
que satisfacen a la gualdad (3), pero que el grado de u (z) es, por
ejemplo, mayor o igual al grado de g (x). Dividamos u (z) por g (z):

u () =g () g (z) +r(2),

donde el grado de r () es menor que el grado de g (z), e introduz-
camos esta expresion en (3). Se obtiene la igualdad.

H@) 7 (@) + g (2) v (=) + f (D)]g(2)] = d (2).

- El grado del factor que figura con f (z) es ya menor que el grado
de g (z). Por otra parte, el grado del polinomio gue figura entre
corchetes es menor que el grado de f (z), puesto que, en caso con-
trario, el grado del segundo sumando del primer miembro no seria
menor que el grado del producto g (z) f (x), y como el grado del
primer sumando es menor que el grade de este producto, todo el
primer miembro seria de grado mayor o igual a g (z) f (z), mientras
que segun nuestra suposicién, el polinomio & (z) es de menor grado.

Asi el teorema queda demostrado, A la vez, tenemos que, si los
polinomios f (z) ¥ g {z) tienen coeficientes racionales o reales, los
polinomios u (z) ¥ v () que satisfacen a la igualdad (3) se pueden
elegir de modo que sus coeficientes sean racionales o, respectiva-
mente, reales.

Ejemplo. Hallemos los polinomios u (z) ¥ v (z) que satisfacen a la igual-

dad (3), si
f(z)=23—22-| B2 —10, g(z)=23|- 0622 —9z—14.

Apliquemos el algoritmo de Euclides a estos polinomios: ahora, al efectuar
las divisiones ya no se puede permitir ninguna alteracién de los cocientes, puesto
gue éstos se emplean para hallar los polinomios u (z) y v (x). Obtenemos el
siguiente sistema de igualdades:

Fle) =g () (—=T22- - 1201 4);

54\ . 23
g = (—Te2 L1201 &) (—%I—E) T: (z—2);
— T2 122} bd=(:—2) (—Tr—2).

De aqui sale que (f(z), g{))=r—2 y que

I T | L 7 5
u(x)= Rt v ()= oyt 5
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Aplicando ahora el teorema demosirado a polinomios, primos
entre si, obtenemos el siguiente resultado:

Los polinomios f (x) y g (x) son primoes cnire si cuando, y siélo
cuando, exislen wnos polinomios u (z) v v (z) que satisfacen a la

tgualdad
Flayulz) 4 glx)ye(a)=1. (4)

I3asindose en este resultado se pueden demostrar unos cuantos
teoremas sobre los polinomies primos enlre si, que, aungque sen-
cillos, son importantes:

a) Si el polinomio f (z) es primo con cada uno de los polinomios
o () y ) (x), lambién es primo con su producto.

En efecto, segin T(4), existen unos polinomies « {2} vy v (2)
tales que

1 (@) u (@) - (2 vix) =1.

Multiplicando esta igualdad “por i (x), oblenemos:
f (@) () p @)1+ (v @) (@)] o (@) =4 (2],

de donde se deduce que todo comin divisor de f (£) ¥y @ (z) P (z) es
también divisor de P (z); sin embargo, segin Ia condicién, (f (z),
Y (@) = 1.
b) Si el producto de los polinomios | (@) y g (x) es divisible por
@ (), pero f (x)} y @ (z) son primos entre s, g () es divisible por ¢ (z).
En efecto, multiplicando [a igualdad

f(Du(z)+a(@)v(z)=1
por g(x), obtencmos:
[f () g (2)] u (2) 4« (2) [ () g (2)] = g (2).

Ambos sumandos del primer miembro de esta ignaldad son divisibles
por @ (x); por consiguiente, también g(x) es divisible por o{z).

¢) Si el polinomio | (z) es divisible por cada uno de los polinomios
@ () y P (z), que son primos entre si, entonces f (z) también es divi-
sible por su producto.

En efecto, 7 (z) = @ {2} @ {2}, o sea, el producto que figura en
el segundo miembro es divisible por ¥ (z). Por esto, seglin b), g (z)
es divisible por P (z), ¢ () =1 (x) P (z), de donde [(z)=
= g (@) P @]V (2).

La definicion de maximo comin divisor se puede generalizar
al caso de cualquier sistema finito de polinomios. Se llama mdrima
comun divisor de los polinomios fi (x), f2 (), ..., fs (z) a sn divisor
comin que es divisible por cualquier otro divisor comin de los
mismos. La existencia del maximo comin divisor para cualquier
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sistema finito de polinomios es consecuencia del siguiente teorema,
que facilita también un procedimiento para su cileulo.

Il mdximo comin divisor de los polinomios f, (z), fa (2), ...,
fs () es igual al mdximo comdn divisor del polinomio fs (z) y del
mdzimo comun divisor de los polinomios fy (x), fs (x), ..., fo—y ().

En efecto, el Leorema es evidenle para s = 2. Por esto, supon-
dremos que el teorema subsiste para el caso s — 1, o sea, que, en
particular, ya estd demostrada la existencia del maximo comin
divisor & (z) de los polinomios fy (z), fz (), ..., fs—1 (2). Designemos
mediante ¢ (z) el maximo comin divisor de los polinomios d (z)
v fs (z). Es evidente que éste es un divisor comiin de todos los poli-
nomios dados. Por otra parte, cualquier otro divisor comin de estos
polinomios es lambién divisor de d(z) y, por lo tanto,de d (z).

En particular, se dice que f; (x), f2 (), ..., f. (z) es un sistema
de polinomios, primoes entre si, si los Unicos divisores comunes de
cllos son los polinomios de grado cero, o sea, si su miximo comiin
divisor es igual a 1. Si s = 2, puede ocurrir que eslos polinomios
no sean primos entre s1 dos a dos. Asi, pues, los polinomios

f) =a®—T722 |- Te 15, glz)=a?—a—20,
h(xy=2%12*—122
son primos entre si, a pesar de (que
(f{x), gla))=a—=>5, (flx), k(e =2 —3, (g(x), () =2 |4
il lector obtendri [icilmente la generalizacion de los leoremas

a) — ¢), demoslrados anteriormente, sobre los polinomios primos
entre =i, para el caso de cualquier nimero finito de polinomios

§ 22. Las raices de los polinomios

lin el § 20 nos encontramos con los valores de un polinomio,
cuando se hablaba del punto de vista tedrico-funcional del concepto
de polinomio. Recordemos la definicion,

=i
F(n)y=apx" -ax™ V- ooy, (1
es un polinomio y ¢ s un nimero, el nimero
fle)=aoc" a4 ... 4ay,

obtenido por la sustitucién de la indelerminada x por el nimero ¢,
en la expresiom (1) de f (x), y por la realizacion consiguiente de Jas
operaciones indicadas, se denomina valor del polinomio [ (x) para
= c. Se comprende que, si f (x)= g (z), en el senlido de la igual-
dad algebraica de polinomios definida en el § 20, entonces
f{e) —g(e) para cualquier c.

=252
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Ficilmenle se ve también que si

(@)= (@) 4 g (@), $o)--f(2) gl2),
qle):=fle) gle) $le) =f()g(o).

En olras palabras, considerando a los polinomios desde el punto de
vista tleorico-funcional, la suma y el producto de los polinomios
definidas en el § 20, se convierlen en la suma y el producto de fun-
ciones, consideradas en el sentido de la suma y producto de los valo-
res respectivos de estas funciones.

Si f() =0, o sea, si el polinomio f(z) se anula al
susti tuir el namero ¢ en lugar de la indeterminada, ¢ se Nama raiz
del polinomio f (x)* (a de la ecuacion f (z) = U). Ahora se demostra-
ra que csle conceplo estd relacionado con la teoria de la divisibili-
dad de los polinomios, estudiada en el parralo anterior.

Si se divide el polinomio f () por un polinomio arbitrario de
primer grddn (o como se dird a continuacion, por un polinomio linealy,
el resto serd un polnmmlo de grado ceroobien seri igual acero, es de-
cir, siempre serd un nimero r. Aplicando el teorema que sigue es facil
hallar este resto sin realizar la division (se supone que el polinomio
lineal es de la forma z — ¢).

El resto de la divisién de un polinomio | (x) por un polinomic
lineal x — ¢ es igual al valor [ (¢) que toma el polinomio f (x) para
x o= ¢,

En efeclo, sea

se Liene

Ja)=(r—e)glx)|r
Tomando los valores de ambos miembrog de esta igualdad para
x = c, oblenemos:

{e)=(c—c)q(c)- r-

lo cual demuestra el teorema.

De aqui se deduce la importante conclusion:

El niimero ¢ es raiz del polinomio f (x) cuando, y sélo cuando,
f (x) es divisible por = — c.

Por otra parte, es evidente que si f (#) es divisible por algin poli-
nomio de primer grado ar -|- b, es divisible también por el polino-
mio x —( —%) , 0 sea, por un polinomio de la forma z —c, De este
modo, la averiguacién de las raices del polinomio f (x) es equivalente
a la averiguacion de sus divisores lineales.

En virtud de lo expuesto anteriormente, el siguienle método
de division de un polinomio f (x) por el binomio lineal z—c es de
especial interés, pues es mds simple que ¢l algoritmo general de di-

* También se dice que ¢ es un cero del polinomio f (z). (Nota det'T.)
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vision de los polinomios. liste método se denomina regla de Horner.

Sea
flx)=apa™ -t aa"t —age™ | ...t an (2)

¥ Supongamos que
f(x)y=(r—c)g(x)4r, (3)
donde
g (@)= bea™ ! by b L L L by

Igualando en (3) los coeficientes de polencias iguales de x, oble-
Hemos:

i1y == by,

ay—by—chy,

s -bg—:’.‘b,.

ttn—y = -y — €by_n,

thy - r=—cly_y.

De  agqui se deduce que by = ay, by = cby | iay, k=
=1, 2, ..., n—1, o sea, se obliene ¢l coeficiente b, multipli-
cando el coeficiente anterior by, por ¢ y agregandole el coeliciente
correspondiente a,; finalmente, r = ¢b, .y -+ a,, es decir, el res-
Lo r, que como ya sabemos es igual a f (c), se obliene por la misma
regla. Por lo tanto, los coelicientes del cociente y el resto se pueden
obtener sucesivamente mediante unos caleulos del mismo tipo; éstos
se realizan de acuerdo a un esquema, como se muestra en los siguien-
tes ejemplos:

L. Dividie f{z) = 225 - 8 — 3% . -3 por x -

Formemos una tabla colocando sobre la raya )lns coeficientes del polino-
o f (x); bajo la raya se colocan los coelicientes correxpondientes del cociente
vodel resto que se caleulan sueesivamente y, a la izquierda, a un lado, el valor
dado de ¢

(2 —1 -4 0 R
32T —5.3.5— 3 1241200 36,380 1 100,3.109 —5_ 324"
Por 1o tanle, el eoeliciente buscado es

gley =201 50 1222 1 36z | 109,
resto, e f (3 D240
2o Dividie f{e) cxT— 8% 22 Ar— Y por oz L,
L -8 1 4 -9
— T =8 —6 —3,

Moy consignjiente, el covienle os

,

|
|

qlz) ot —0r L 10r—i,
v ool resto (r= f — 1) —3
10+
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Ilstos ejemplos muestran que la regla de Horner se puede wutili-
zar también para caleular rdpidamente el valor del polinomio para
un valor dado de la indeterminada.

Raices mialtiples. Si ¢ es una raiz del polinomio f (), o sea,
si f (¢) = 0, entonces, como ya sabemos f (x) es divisible porz — c.
Puede ocurrir que f (&) no solo sea divisible por la primera potencia
del binomio lineal x — ¢, sino también por potencias superiores.
De todos modos, siempre existird un numero natural %k tal que f (z)
sea divisible por (x — ¢)®, pero no por (x — ¢)"*!. En consecuencia,

f@)=@—o) "¢ (),

en donde el polinomio ¢ (z) ya no es divisible por x — ¢, o sea, el
nimero ¢ no es raiz de ¢(z). El nimero k se llama orden de multipli-
cidad de la raiz ¢ del polinomio f (z) y el nimero ¢, raiz miiltiple
de este polinomio de orden k. 5i & —= 1, se dice que ¢ es una raiz
simple.

Il conceplo de raiz multiple esti estrechamente ligado con el
voncepto de derivada del polinomio. Como estamos estudiando
los polinomios con coeficientes complejos cualesquiera, no podemos
utilizar directamente el concepto de derivada que se introdujo en el
curso de analisis matemditico. Todo lo que se diga a continuacion
se debe considerar como una definicion de la derivada de un poli-
nomio, independiente del curso de anilisis:

Sea dado un polinomio de p-ésimo grado

[ (@) = @oa™ -+ @@ Lo by

con cualesquiera coeficientes complejos. EL polinomio de (n—1)--
ésimo grado,

fr (@) = nage" - (n—1) ayx

se llama] derivada) (o derivada primera) del polinomio f (x). La
derivada de cero y de un polinomio de grado cero se supone igual
a cero. La derivada de la derivada primera se llama derivada segunda
del polinomio f (x) y se designa con " (%), ete. Es evidente que

Jo (@) = n! ao,

n=g |
i

e 2Gp-x + Tpoy,y

por lo cual f™(z) = 0," es decir, la (n + 1)-ésima derivada
de un polinomio de n-ésimo grado es igual a cero.

En el caso de polinomios de coeficientes complejos no podemos
utilizar las propiedades de la derivada que fueron demostradas en el
curso de analisis para los polinomios de coeficientes reales, sino
que tenemos que demostrar de nuevo estas propiedades utilizando
solamente la definicién de derivada dada anteriormente., Aqui nos
interesan las siguientes propiedades que, como se suele decir, re-
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presentan las formulas del derivacion de la suma y del producto:

(f@)+g@=) =1 () +¢ (=) %)
(f(2)-g(z)) =] (2) &' () + [ () g (x). ®)

Iistas férmulas se comprueban ficilmente mediante un célculo
directo, tomando por f (z) y g (z) dos polinomios arbitrarios y apli-
cando la definicion de derivada dada anteriormente; recomendamos
al lector hacerlo.

La formula (5) se generaliza sin dificultad al caso de un producto
de cualquier nimero finito de factores, de donde, de un modo ordi-
nario, se puede deducir la férmula para la derivada de una potencia:

(@) =k (@) 1 (@), : (6)

Nuestro propdsito es demostrar el teorema siguiente:

Si el niimero ¢ es una raiz k-multiple del polinomio | (z), entonces,
para k =1, éste serd una raiz (k — 1)-multiple de la derivada pri-
mera de este polinomio; si k = 1, el niimero ¢ no serd raiz de ' (z).

En efecto, sea

fl@)=(z—e) ¢ (a), k=1, (M
donde ¢ (r) ya no es divisible por z—e¢. Derivando la igualdad (7),

se obtiene:
F (@) = (@ — ) ¢’ (2) + & (2 — ) 2p (@) =
= (2 —0)" [z — ) @’ (@) + kg (2)].

Xl primer término de la suma que figura entre los corchetes es divi-
sible por z — ¢, mientras que el segundo no es divisible por éste;
por consiguiente, Ltoda esta suma no puede ser divisible por x — c.
Teniendo en cuenta que el cociente de la division de f (z) por
(z — c)*"! se determina univocamente, resulta que (z — c)*?
es la miaxima potencia del binomio 2 — ¢ por la cual es divisible
el polinomio f' (x), como se queria demostrar.

Aplicando unas cuantas veces este teorema, obtenemos que la
raiz k-miltiple del polinomio | (z) es raiz (k — s)-miltiple de la
s-ésima derivada de este polinomio (k>s) y que por primera vez
no serd raiz pare la k-ésima derivada de [ ().

§ 23, Teorema fundamental

Al estudiar en el pirrafo anterior las raices de los polinomios,
no planteamos el problema de la existencia de raices para cual-
quier polinomio. Se sabe que exislen polinomios de cocficientes
reales que no tienen raices reales como, por ejemplo: a2 - 1. Se podria
esperar (ue existiesen polinomios que no tuviesen raices incluso
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entre los nimeros complejos, sobre todo si se consideran polino-
mios con cualesquiera coeficientes complejos. Si esto fuese asi,
se necesilaria una ampliacién ulterior del sistema de los nimeros
complejos. Sin embargo, en realidad, subsiste el siguiente teorema
fundamental del dlgebra de los niimeros complejos:

Todo polinomio de cualesquiera coeficienles numéricos, cuyo grado
no sea menor que la unidad, tiene por lo menos una raiz, general-
mente, compleja.

Iiste teorema es uno de los adelantos mas grandiosos de loda la
matematica y encuentra aplicacién en las mis diversas ramas de la
ciencia. En particular, en él se basa toda la teoria ulterior de los
polinomios con coelicientes numéricos. Por esta razén, le llamaban
antes (y a veces ahora también le llaman) «leorema [undamental
del ilgebra superiors. No obstante, el teorema [undamental no es
puramenle algebraico. Todas sus demostraciones (después de Gauss,
que fue el primero en demostrar esle teorema a fines del siglo XVIII,
se hallaron muchas olras demostraciones), en tal o cual grado, emplean
las llamadas propiedades topoliogicas de los nimeros reales y com-
plejos, o sea, las propiedades que estin ligadas a la continuidad.

EEn la demostracion que se va a exponer ahora, el polinomio
f (z) de coeficientes complejos se va a considerar como una funcion
de la variable compleja x. Por lo tanto, x puede tomar cualesquiera
valores complejos, o como suele decirse, teniendo en cuenta el método
de construccion de los nimeros complejos expuesto en el § 17, la
variable x varia en el plano complejo. Los valores de la funcién
f (z) también serin nimeros complejos. Se puede suponer que eslos
valores se sefialan en otro ejemplar de plano complejo, del mismo
modo que en el caso de las funciones reales de la variable real los
valores de la variable independiente se sefialan en una recta numérica
(eje de abscisas), y los valores de la funcion, en otra (eje de orde-
nadas).

La definicion de funcién continua que conoce el lector por el
curso de anilisis matematico, se generaliza también para la funcién
de la variable compleja, donde en el enunciado de la definicidn
se deben sustituir los valores absolutos por los modulos.

Precisando, la funcién compleja f (z) de la variable compleja x
se llama continua en el punto xg, si para cualquier nimero real posi-
tivo & se puede elegir un nimero real positivo & tal que se cumpla la

designaldad
J@ot V) —F (zo) | <<e

para cualquier incremento & (por lo general, complejo) cuyo médulo
satisfaga a la desigualdad | k| << 8. La funcién f (x) se llama con-
tinua, si es continua en todos los puntos z, en que estd definida la
funcidn.
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Un polinomio f (x) representa una funcion continua de la variable
complefa .

Se podria efecluar la demositracion de este teorema del mismo
modo que se hace en el curso de analisis malematico, o sea, demos-
trando que la suma y el producto de funciones continuas también
son continuas y observando que una funcién que constantemente
es igual a un mismo nimero complejo, es continua. Sin embargo,
agqui procederemos de otro modo.

Demostraremos primero un caso particular del teorema: la con-
tinuidad de f(z) en el punto z, = 0, suponiendo que el término
independiente del polinomio f () es igual a cero. En otras palabras,
demostraremos el signiente lema (en lugar de k se escribird z):

Lema 1. Si el término independiente del polinomio f(x) es igual
a cern;

fly=apxa2™ - ... La,
o sea, [(0) =0, entonces para cualquier =0 eriste un nimero
& =0 tal, que | [ {z) | <= & para todos losx que satisfacena la con-
dicion | x| =< 6.
En efecto, sea

Acomax(|agl, @], ooy | @y )
Sea dado el numero ¢. Demostremos que el nidmern
. L
= s, )

satisface a las condiciones que se piden.
En efecto,

PP =<lao| [ Jay] [ oo b aay | 2] 2
A |2 L),
0 seda,
¢ z]—|z|ntl
[/ (x)} =<4 | "]1 : ,]| ,,_-||_ .
Como [r]| =<8 y como, en virtud de (1), 81, se tiene:

| & |u‘-|

[z
~T—(= "

por lo cual,
B

p P
A=z Ad A e
]f(a-)|-=i#{ e
l—fz] T 1—0 e
g
como se queria demostrar,
Deduzeamos ahora la formula que sigue. Sea dado un polino-
mio
Fla) =age? boag®™ S s Liggar-Lag
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con cualesquiera coelicientes complejos. Sustituyamos z por la suma
z-+h,donde /e csotra indeterminada. Desarrollandoen el primer miem-
brocada una de las potencias (x-|-k)*, k<Zn, segin la formula del bino-
mio, yreuniendo lodos los términos con iguales potencias de &2, se obti-
ene la igualdad

2

Ja - k=1 (@) -+ hf (2 51 (@) oy,

que el lector ficilmenle puede comprobar, o sea, la firmula de
Taylor, que proporciona el desarrollo de f (x -|- &) en polencias
del «incrementor A,

La continuidad de un polinomio arbitrario f (z) en cualguier punto
se¢ demuestra ahora del modo siguiente. En virtud de la formula
de Taylor,

Flag ) — [ {xg) = el e -1 L. enh™ = ¢ (h),
donde

e =1 {2o), cz=-2‘1_j" (@)« Cnom o S (20).

El polinomio ¢ (k) en la indeterminada % es un polinomio sin término
independiente y, por esto, en virtud del lema 1, para cualquier £= ()
existe un 6 =0 tal que | ¢ (k) | << &, o sea,

| f(xo—+R)— 1 (x) | <&,

para . <=0, que es lo que se queria demostrar.
De la desigualdad

1 f(zo-t-2e) | — | F (2o} | [ < | f(matR)—F(x0) [,

basada en la formula (13) del § 18, y de la continuidad de un poli-
nomio, que acabamos de demostrar, se deduce la cortinuidad de
mddulo lf{x}] del polinomio f (z); es evidente que este madulo
es una funcién real no negativa de la variable compleja =z.

Ahora se demostrarin unos lemas que se empleara en la demos-
tracion del teorema fundamental.

Lema sobre el médulo del término superior. Dado un polinomio
de n-ésimo grado, n > 1,

f{J‘) =@agx" +ax" Tt - apr" - e,
de coeficientes complejos arbitrarios, si k es un nimero real

positivo cualquiera, para los valores de la indeterminada .
cuyos médulos son suficientemente grandes, se verifica la desigualdad

lagt™ [ =k |az™ 1 - apx™ 2+ ...+ an, {2)
es decir, el mdidulo del término superior es mayor que el médulo de

la suma de todos los demds términos, y ademds, una cantidad arbitraria
de veces.
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Iin efecto, sea A ¢l miximo de los modulos de los coeficientes
Ay, Qo - o ., Uyt

A=max(|ay|, |az|, +--v |&a])
Entonces
(e La™? .. baal<ad (2" e L2 24
-1 e [H=2 1 x|r—1
v |ap] <Az 2] -.,._....,..1)::_,1_”;'.__1 ;

(véase en el § 18 las propiedades de los mdédulos de la suma y el
producto de nimeros complejos).
Suponiendo |z | =1, se abliene:
| =" —1 [=]*
Tel=1 <Tzl—1°
de donde
1.{ 1“

[ fagw” ™ L e | < Am

Por lo tanto, se cumplira la desigualdad (2) si @, ademis de satis-
facer a la condicion |r|==1, satisface también a la desigualdad

kA L g | = ao| 2}
ea L <t | = o] |2,
o sed, Si
e
lag]
Como el segundo miembro de la desigualdad (3) es mayor que 1, se
puede afirmar que para los valores de z que satisfagan a esta desi-
gualdad, se cumple la desigualdad (2), la cual demuesira el lema.
Lema sobre el crecimiento del médulo de un polinomio. Pare tedo
polinomio f (x) de cocficientes complejos, cuyo grade no sed menor
que la unidad, y para cualquier numero real positivo M arbilraria-
menle grande, se puede elegiv un nidmero real positive N lal, que
[ f(x) | =M para |x| =N,

| x| =

+1. (3)

Sea
Fla) s apa™ a0 ap.
I5n virtud de la [drmula (11) del § 185,
[F(x)] == eqe™ | (@™t oo L) | =
gt | — @@ - Lo ag | {4)

Apliquemos el lema sobre el mddulo del téemino superior. Supo-
niendo k= 2, existe un nimero N, tal que

W1 < n-
|aex® | =2 ™ 4oL -,

para |x| =N,
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De aqui que
" 1
[t .. f e | < =] aeT” |,
o sea, en virlud de (4),

A 1 1
1 (@) | = apz™ | — 1Y | agx™| - - | g™ |,

Il segundo miembro de esta desigualdad serd mayor que M para
M

[ag]

| 2] > Ny=

Por lo tanto, | f(x)| = M para |z |= N max (N, N.).

Se puede aclarar el significado de este lema mediante la siguiente
ilustracion geomélrica, que se emplearia a menudo en este parrafo.
Supongamos que por cada punto x, del
plano complejo se traza una perpensi-
cular a este plano de longitud (refe-
rida a la unidad de medida elegida)
igual al module del valor del polino-
mio f () en este punto, o sea, igual
a | f(xg) |. En virtud del teorema de la

a conlinuidad del modulo de un polino-
mio, demostrado anteriormente, los extre-
Fig. 8. mos de estas perpendiculares formarin

una superficie alabeada continua, situa-
da sobre el plano complejo. Fl lema sobre el crecimiento del mo-
dulo de un polinomio muestra que al aumentar |z, |, esta superficie
<e aleja mas y mas del plano complejo, aungue, naturalmente, esle
alejamiento no es mondtono. La Tig. 8 representa esquemaiticamente
la linea de interseccion de esta superficie con un plano per-
pendicular al plano complejo y pasa por el punto O.

En la demostracion, el papel [undamental lo desempena el si-
guiente lema:

Lema de D'Alembert. Si para x = x4 el polinomio f (x) de grado
n, n > 1, no se anula, f (x¢) =0 y, por lo tanto, | f (xs)| =0, se
puede hallar un incremento h, generalmente complejo, lal que

]f(xu.hl“{tf(:\"u)ll

Segiin la formula de Taylor, siendo por ahora arbitrario el
incremento /i, se Liene:

f (o -+ By = f (o) + Rf’ (20) "F%f" () + ..t +£ FARNENE

n!

Por la condicion, zy, no es raiz de f (z). Sin embargo, este nimero
puede ser eventualmente, raiz de f* (x), y también puede ocurrir que
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sea raiz de ciertas derivadas posteriores, Supongamos que la k-ésima
derivada (k >> 1) es la primera que no tiene a x, por raiz, o sea, que

I (@)= [ () = ... = JE=1) (2o) =0, ) (z0) 5= 0,

Tal / existe, puesto que si a, es el coeficiente superior del polinomio
f(z), entonces
F (o) = n! g == 0.

For lo tanto .
I
I (o + k) = f (@) 4 < FM (o) +

JAES hn
gy I @) e S S 0)

Algunos de los ntmeros [ (z,), ..., f™ (r;) también pueden
ser ignales a cero. Pero esto no importa.
Dividiendo ambos miembros de esta igualdad por f (xy), que por
la condicion es diferente de cero, e introduciendo la notacion
fir(rg) . .
pyree it M k, k+1, ..., n
T e ‘
se obliene:
flrg I-H) I i1 "
B ilad AL S Lg o foriien doegh
j'{.rn} I T hh’ | Chy L | nft

o, puesto que ey F=10,
flro+R) o o oLopa o gl Che g fn pack
(14 exdt?y | eph ( S R } )

flz) oy,
Pasando a los madulos se obliene:
| F{ i | . 3 [ . [ —h
'F?fﬂ} <L eph| 1| enh?] %k ... ;-r—hfs” ‘ (9)

Hasta ahora no hemos hecho ninguna suposicion sobre el inere-
mento k. Ahora vamos a elegir %; ademais, elegiremos su madulo
y su argumento por separado. El modulo de & se elegird del modo
signiente, Como

S, 1.3 T LR LA L
Ch

es un polinomio en % sin Lérmino independiente, en virtud del
. |
lema 1 (supommldu s:T) . se puede hallar un 8, tal que

_"h—:l’l | 1 ftn ku—lr

X ,.<..rh

‘g (6)

para | h| < 6,
Por otra parte,

e | <1, (7)
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para

[h]< 6, — V|c .
Supongamos que el mdédulo de i se ha clegido de acuerdo a la
desigualdad

| k| < min(d;, 6,). (8)
Entonces, en virtud de (6), la desigualdad (5) se convierte en la
desigualdad estricla
M{H—}—Ch”—l—lﬁchﬂ' )

I‘(IO) I3 L) I [ i

un poco mas adelante utilizaremos la condicion (7).
Para la eleccion del argumento de &, exigiremos que el niimero ¢, fiy,
sea real y negalivo. En otras palabras,

arg (eph"y=arg ey, - kargh—m,

de donde

n—arg cy i
— (10)
Con esta eleccion de h, el nimero eh" se diferenciara de su valor
absoluto en el signo,

argh =

epht = — | eph® H
por consiguiente, aplicando la desigualdad (7),
[ 1+ eph|=]1—|cph” || =1—]cuk"].

En consecuencia, eligiendo 2 de acuerdo a las condiciones (8)
y (10), la desigualdad (9) toma la forma

Jf(-tl:l‘l h) ko 1 41 3
| ool |<1—|ckh |+ 5 ek | =1— | eak],
0 Sea,

f(zo+h) | _ 11 (ot

feo |~ @]

[ flxo+RY|<<| flxo) ],

lo que demuestra el lema de D'Alembert.

Mediante la ilustracién geométrica que se dio anteriormente,
se puede aclarar el lema de D’Alembert del modo siguiente. Supon-
gamos que | f (xo) | = 0. Esto significa que la longitud de la per-
pendicular al plano complejo, trazada por el punto z,, es diferente
de cero. Entonces, segin el lema de D'Alembert, se puede hallar
un punto z, = xo + k tal que [ f (z)|<<|f(zo) |, o sea, la per-
pendicular en el punto x; serd mas corta que en el punto x,, ¥, por
consiguiente, la superficie formada por los extremos de las perpen-

de donde resulta
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diculares estard en este punto nuevo up poco mdas cerca del plano
complejo, Como se ve por la demostracion del lema, el médulo de &
se puede suponer lo mis pequeno que se desee, o sea, el punto z
se puede elegir cuanto mas cerca de x, se gquiera; sin embargo, no
aplicaremos a continuacion esta observacion.

Es evidente que son raices del polinomio f(x) los nimeros
complejos (o sea, los puntos del plano complejo) en los que la super-
ficie formada por los extremos de las perpendiculares esti en con-
tacto con este plano. Basindose solamente en el lema de D’Alembert
no se puede demostrar la existencia de tales puntos. En efecto, apli-
cando este lema se puede hallar una sucesion indefinida de puntos
gy, Xyy Tgs - . -, tal que

[flz) | = {z) [ =z | > ... (11)
Sin embarge, de aqui no se deduce la existencia de un punto z tal
que f(z) = 0; pues una sucesidn deereciente de nimeros rea-
les positivos (11) no tiende necesariamente a cero.

El examen ulterior se basari en un teorema de la teoria de las
Tunciones de la variable compleja que generalizael teorema de Weiers-
trass, conocido por el lector en el curso de analisis matemitico.
liste se refiere a las [unciones reales de la variable compleja, es
decir, a las funciones de la variable compleja que solamente toman
valores reales; un ejemplo de tales funciones es el madulo de un
polinomio. IEn el enunciado de este teorema, para simplificar, se
hablard del cireule cerrado E, entendiendo por esto un circulo del
plano complejo al que se le han anadido todos les puntos de su con-
torno,

Si nna funcion real g (x) de la variable compleje x es continua
en todos los puntos de un cireulo cerrado E, en ésle exisle un punto x,
tal, que para todos los puntos x de I se verifica la desigualdad g (1) =
= g (xg). Por consiguiente, el valor minimo de g () en el circufe E
se alcanza en el punto xg.

La demostracion de este teorema se puede hallar en todos los
cursos de teoria de las funciones de lIa variable compleja, por lo que
agui no se expondri,

Aclararemos geométricamente este Lleorema mediante la ilus-
tracion empleada anteriormente, limitandonos al caso en que la
funcion g () sea no negaliva en todos los puntos del circulo £ (sola-
mente este caso presenla interés). Tracemos por cada punfo z, del
circulo & una perpendicular de longitud g (xy). Los extremos de
estas perpendiculares formardn un troze de una superficie alabeada
continua, y como el circulo E es cerrado, geométricamente estd
suficientemente claro gque para esta superficie exisle un minimo.
Naluralmente, esta ilustracion no sustituye a la demostracion del
teorema,
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Ahora podemos pasar a la demostracién directa del teorema
fundamental. Sea dado un polinomio f (x) de grado n, n = 1. Resulta
evidente que si su término independiente es a,, se tiene: f (U) = a,.
Apliquemos el lema sobre el crecimiento del modulo de un polinomio,
suponiendo M = | f(0) | = |a, |. Por consiguiente, exisle un
N talque | f (z) | = | f (0) | para|z | =>N. Se comprende que la gene-
ralizacion del teorema de Weierstrass indicada anteriormente es
aplicable a la [funcion | f (z) | para cualquier circulo cerrado /
elegido, Tomemos por E el circulo cerrado, limitado por la circun-
ferencia de radio N con centro en el punto 0. Supongamos que en
el circulo E, la funcion | f (z) | alcanza el minimo en el punto xy;
entonces, en particular, se tiene: |f (xo) | < |7 (0)].

Facilmente se observa que en todo el plano complejo la funciin
| f (x) | alcanza el minimo en el punto xy: si el punto 2’ esti situado
fuera de £, se tiene |z’ | = N, por lo cual,

[ 1@ =110} =1 (xo) |-

Finalmenle, de aqui se deduce que f (xo) — 0, 0 sea, que xy es raiz
de f (x); si fuese f (x) = 0, entonces, por el lema de D’Alembert,
existiria un punto x; tal que |f (z)|<<|/f (7o) |; sin embargo,
esto contradice a la propiedad del punto xy que acabamos de esta-
blecer.

En el § 55 se dard olra demostracién del teorema fundamental,

§ 24. Consecuencias del teorema fundamental
Sea dado un polinomio de r-ésimo grado, n > 1,
fl@)=apx™ L ay 2" M4 .. by (1)

con cualesquiera coelicientes complejos. De nuevo lo consideramos
como una expresion algebraica formal, delerminada completamente poc
el conjunto de .sus coeficientes. El teorema fundamental de
existencia de la raiz, demostrado en el parrafo anterior, permite afir-
mar la existencia de una raiz e, de f (z), que puede ser real o compleja.
Por lo tanto, el polinomio f (z) se puede descomponer en la forma

f (@) = (z—a) ¢ (2).
Los coeficientes del polinomio ¢ (z) son de nuevo nameros reales
o complejos vy, por consiguiente, ¢ (x) tiene una raiz ¢, de donde,
fla)y=(r—ay) (z—a)y ().

Continuando de este modo, después de un nimero finito de opera-
ciones, obtendremos la descomposicién del polinomio f (x) de n-
ésimo grado en un producto de n factores lineales,

1) = ap (@ — ) (T — @) .- - (& — )- 2)
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La causa de la aparicion del coeficiente a4 es la siguiente: si en
el segundo miembro de la expresion (2) figurase cierto coeficiente b,
después de abrir paréntesis el término superior del polinomio f (z)
tendria la forma bz", mientras que éste es igual a agz™, en virtud
de (1). Por esto, b — a,.

La descomposicion (2) del polinomio f (x) es la itinica descompo-
sicidn de este tipo, salvo el orden de los factores.

En efeclo, supongamos que haya otra descomposicion

(@) =ao(z—By) (z—Ps) .. (x—Pn). (3)
De (2) ¥ (3) se deduce la igualdad
(r—ay){r—a) .. (x—o) =(z—P) (x—Pa) ... (x—Bn). (4)

Si la raiz «; fuese distinta de todaslasB;, j —= 1, 2, ..., n, sus-
lituyendo en (4) «; en lugar de la indeterminada, obtendriamos
cero en el primer miembro, mientras que en el segunde miembro,
un nimero diferente de cero. Por lo tanlo, toda raiz o; es igual
a cierta raiz B;, y viceversa.

De aqui lodavia no se deduce la identidad de las descomposi-
ciones (2) y (3). En efecto, entre las raices o, i — 1, 2, ..., n,
puede haber iguales entre si. Supongamos, por ejemplo, que s de
eslag raices son ignales a oy y que, por olra parte, enlre las raices
B, i =1,2, ..., n, hay exactamente { iguales a la raiz c,. Se nece-
sita demostrar que s =— t.

Como el grado de un producto de polinomios es igual a la suma
de los grados de los factores, ¢l producto de dos pelinomios diferentes
de cero, no puede ser igual a cero. De aqui se deduce que si dos pro-
ductos de polinomios son iguales entre si, ambos miembros de la
igualdad se pueden simplificar por el faclor comiin: si

Ha) g (x) =g (z) ¢ (x)
¥ ()50, de la igualdad
f (2) — g (@)1 ¢ (&) = 0

se deduce que

[(x)—g (x) =0,
f(2) = g ().

Apliquemos esto a la igualdad (4). 8i, por ejemplo, fuese s = ¢,
simplificando ambos miembros de la igualdad (4) por el laclor (@ —
- ay)!, llegariamos a una ignaldad cuyo primer miembro contendria
el factor & — @y, mientras que el segundo miembro, no lo contendria.
Sin embargo, antes se demosird que esto conduce a una conlradiceion,
Por lo tanto, la unicidad de la descomposicion (2) del polinomio
f(r) queda demostrada.

O sea,
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Reuniendo todos los factores equivalentes, se puede escribir
la descomposicion (2) en la forma*

f(z)= a0 (z— )M (z— ez ... (x—ag)ly, (5)
donde .
kit+kod...+k=n,
Agqul se supone que entre lag raices eeg, @0,, . . ., @ ya no hay iguales.

Demostremos que en (5), el nimero ki, i =1, 2, ..., I, es el
orden de multiplicidad de la raiz oo; del polinomio f (x). En efecto,
si este orden es igual a s;, entonces, /&, < s;. Sin embargo, suponga-
mos que k; << s;, En virtud de la delinicién del orden de multi-
plicidad de la raiz, para f (z) subsiste la descomposicion

fl@)=(z—ap'iy (z).

Sustituyendo en esta descomposicion el factor ¢ (z) por su descom-
posicion en factores lineales, obtendriamos una descomposicion
de f (z) en faclores lineales, diversa de la descomposicién (2), o sea,
llegariamos a una contradiccion con la unicidad de esta descomposi-
cion, demostrada anteriormente,

Por lo tanta, hemos demostrada el siguiente resultado importante:

Todo polinomio f (z) de grado n, n > 1, de cualesquiera coeficien-
tes numéricos, liene n raices, contando cada wuna de las raices tantas
veces como sea su orden de multiplicidad.

Obsérvese gue nuestro teorema subsiste también para n — 0O,
puesto que un polinomio de grado cero, no tiene raices. Liste leo-
rema no se cumple solamente para el polinomio 0, el cual no tiene
grado alguno y es igual a cero para cualquier valor de . Esta dltima
observacion se utilizard para la demostracion del siguiente teorema:

Si los polinomios f () y g (z) de grado no superior a n, toman
valores iguales para mds de n valores de la indeterminada, entonces
f(z) = g (2).

En efecto, en nuestras condiciones, el polinomio f () — g (z)
tiene mds de n raices, y como es de grado no superior a n, se cumple
la igualdad f (z) — g (z) = 0.

Por lo tanto, teniendo en cuenta que hay una infinidad de diver-
sps mGmeros, se puede afirmar que para dos polinomios f (x) y g (x)
cualesquiera cxisten tales valores ¢ de la indelerminada = que f (¢)
== g (¢). Tales ¢ no solo se pueden hallar entre los nimeros complejos,
sino también entre los nimeros reales, entre los racionales e incluso
entre los nimeros enteros.

Por consiguiente, dos polinomios de coelicientes numéricos que
tienen diferentes coeficientes, aunque sélo sea en una potencia de la
indeterminada =, son diversas funciones complejas de '\ la variable
compleja x. Con esto, queda por fin demostrada para los polinomios

* Sp llama descomposicién factorial del polinomio f (z). (Nota del T.)
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de coeficientes numéricos la equivalencia de las dos definiciones de
igualdad de los polinomios (la algebraica y la tedrico-funcional),
indicadas en el § 20.

El teorema demostrado anleriormente permite afirmar que un
polinomio de grado no mayor que n se determina completamente
por sus valores para cualesquiera valores distintos de la indeterminada,
tomados en cantidad mayor que n. ¢Pueden ser arbitrarios estos valo-
res del polinumio? 5i se supone que se dan los valores del polinomio
para n + 1 valores diversos de la indelerminada, la respuesta es
postln"l siempre existe un polinomio de grade no mayor que n, que
tome unos valores prefijados para n - 1 diversos valores dados de
la indeterminada.

En efecto, supongamos que se necesita hallar un polinomio de
grado no mayor que r tal, que para los diferentes valores de la inde-
terminada @y, @, ..., @,+,, tome respectivamenle los valores
Cyy Coy o vy Cpiq. Jisle pufmomio es:

n1
()= Z Cilr—ay) ... (F—ai ){T—ap4q) - - (2—an41) (6)

{a;—ay) ... {u;—vu,-_l) fag—apg) «.. (@j—ape) '

Iin efeclo, su gradu no es mayor que 2z, y el valor f (a;) es igual a ¢;.
La formula (6) se denomina férmula de interpolacion de Lagrange.
La denominacion ¢de interpolacion» se debe a que, conociendo los
valores del polinomic en n - 1 puntes, se pueden hallar por esta
formula sus valores en cualesquiera otros puntos.
Farmulas de Vieta. Sea dado un polinomio f () de grado n cuyo
coeficiente superior es ipual a 1:
fla)=z" raa™ a4 ... g T dy, (7)

y sean ‘o4, Oy, ..., ¢, sus raices*. Entonces la descomposicién
factorial es
fla)=lg—ay)(x—a,) ... (x—an).

Multiplicando los paréntesis que figuran enel segundo miembro,
reduciendo luego los Lérminos semejantes y comparando los coelicien-
tes oblenidos con los coeficientes de (7), se obtienen las siguientes
igualdades, denominadas férmulas de Vieta, que expresan los coe-
ficientes del polinomio mediante sus raices:

Uy = — (@ Gp - - o0 - o),
iy == GOy - g0y . o~ GyOin ‘i’ Oplly 1= -« .+ Oy On,
ay = — (y0aty - L1220, -i' wen T Gp—nfin— ]an)
Aoy = (=1 eyt . .. Ctpoy - ccirxz i B ,_ot,, e g L. o),
= {— 1) ooty ..o

* Aqui se toma cada ralx multiple el nmero respectivo de veces.

11 —2F2
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Por lo tanto, en el segundo miembro de la k-ésima igualdad,
k=1, 2, ... n figura una suma de todos los produclm posibles
de a’» r.mc::. Lumddd‘a con el signo mds o menos, segin gue & sea par
o impar.

Para n = 2, estas [ormulas se convierten en las relaciones entre
las raices y los coeficientes de un polinomio cuadritice, conocidas
por el dlgebra elemental. Para n — 3, o sea, para un polinomio
cibico, estas férmulas toman la forma:

= — (% | og- Og), ap==oyoty

iy -1 Chafly, g = — O Halls.

Las furmulas de Vieta facilitan la escritura del polinomio, conocidas sus
rulces. ;\51‘ puv% hallemos el polinomio f (.r) e cuarto grado, de modo que los
nimeros 5 y —2 sean raices simples y el nimero 3, raiz miltiple de orden dos.
Oblenemos:

P s OB B e )
— 3y} 23 =23 (—2)+3 033 - 17,
a3 — (3 — 23 |-5.(—2)-3 {5.3.3-(—2).3.3] .33,
by De(— 2303 — —90,

3

L)

por lo cuoal
fle) =zd—925 4+ 1722 - 33r — 00,

Si el coeficiente superior a, del polinomio f (x) es diferente
de 1, para la aplicacién de las [6rmulas de Vieta es necesario dividir
prmwro todos los coeficientes por ag, pues esto no influye en las
raices del polinomio. En este casgo, las formulas de Vieta dan las
expresiones para las razones de lodos los coeficientes al coeficiente
superior.

Polinomios de coeficientes reales. Aliora se deducirin algunas
consecuencias del teorema fundamental del dlgebra de los nimeros
complejos, referentes a los polinomios de coeficientes reales. Preci-
samente en eslas consecuencias esta basada la importancia exclusiva
del teorema fundamental antes mencionado.

Supongamos que el polinomio de coeficientes reales

flz) =apx™ - a 2™ 1. .. Ay
tiene la raiz imaginaria «, o sea, que

agot” bagat™ e L g A, =10
Ya sabemos que no se infringe la Wiltima igualdad al sustituir todos
los nimeros por los conjugados. Sin embargo, siendo reales todos
los coelicientes ag, @, . .., @&,—y, @,, inclusive el nimero 0 que

figura en el segundo miembro, éstos no se alteran en esta sustitucion,
obteniéndose la igualdad

agot™ 4 @t L gt b, =0,
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0 sea,
f@=0.
Porlo tanto, si un mimero imaginariowes una raiz de un polinomio
f (z) de coeficientes reales, el niumero conjugado o también es una
raiz de f(x).
Porconsiguiente, el polinomio f (z) es divisible por el trinomio
cuadrilico
¢ (1) = (x—a) (z—a) - a* — (a4 a) 2+ aa, (8)

cuyos coeficientes, como ya sabemos por el § 18, son reales. Apli-
cando esto, demostremos que las raices @ y o del polinomio f (x) son
de un mismo orden de multiplicidad.

IEn efecto, supongamos que los érdenes de multiplicidad de estas
raices =on &k y [, ¥ que, por ejemplo, & = [. Lntonces f (x) es divi-
sible por la /-ésima potencia del polinomio ¢ (x).

(@) =q' (2) g (2).

I51 polinomio g (x), como cociente de dos polinomios de coeficienles
reales, también liene coeficientes reales, pero, en contra de lo demos-
trado antleriormente, el nimero o es raiz de éste de orden (k — 1),
mienlras que el nimero & no es raiz. De aqui se deduce que & = /.

Por lo tanto, ahora se puede decir que las raices imaginarias
de todo polinomio de cocficientes reales son conjugadas a pares. De
aqui y de la unicidad de las descomposiciones de la forma (2),
demostrada anteriormente, se deduce el siguiente resultado final:

Todo polinomio f (x) de coeficientes reales se descompone de modo
iinico (salvo el orden de los jactores) en forma de un producto de su
coeficiente superior ay y de unos cuantos polinomios de coeficientes
reales, unas de los cuales son lineales de la forma x — a, correspon-
dientes a sus raices reales, y otros, son cuadrados de la forma (8),
correspondientes a los pares, de sus raices imaginarias conjugadas.

Para lo que sigue, es conveniente subrayar que entre los poli-
nomios de coelicientes reales con el coeliciente superior 1, solamente
los polinomios lineales de la forma z — o« y los cuadrados de la
forma {8), no se descomponen en factores de menor grado o, como
diremos, son irreducibles.

§ 25. Fracciones racionales

En el curso de andlisis malematico, ademds de las funciones racio-
nales enteras, llamadas polinomios, se estudian tambicén las funciones
. a 3 - . T .
racionales fraceionarias; éstassonloscocienles .:‘!_(("-')i dedos [unciones ra-
cionales enteras,donde g {z)=-0.Con estas [lunciones se efecliian operacio-

ii*
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nes algebraicas segin las mismas leyes con que se opera con los niime-
ros racionales, o sea, como con quebrados de numeradores y denomi-
nadores enteros. La igualdad de dos [unciones racionales fracciona-
rias o, como en adelante se dird, de dos fracciones racionales, se
entenderd también en el mismo sentido que la igualdad de quebrados
en la aritmética elemental. Para precisar, consideraremos las fraccio-
nes racionales con coeficienles reales; el leclor observard sin difi-
cultad que todo el contenido del presente parrafo se puede trasladar
casi palabra por palabra, al caso de fracciones racionales con coelicien-
tes complejos.

Una fraccion racional se llama irreducible, si su numerador es
primo con su denominador.

Toda fraccion racional es igual a una fraccion irreducible, deter-
minada univocamente salvo un factor de grado cero, que es comiin
para el numerador y denominador.

Iin efecto, cualguier fraccion racional se puede simplificar por
el miximo comin divisor de su numerador y denominador, después
de lo cual resulta una fraceion irreducible igual a la dada. Después,

P T E— o Mae &) @ l2) ; .
S{ las fracciones irreducibles i@ Y v SO0 iguales entre si, o sea,
si
F @) g (@) =g ()¢ (), (1)

como { () y g (x) son primos entre si, por la propiedad b) del § 21
se deduce que ¢ (x) es divisible por f (x); ¥y como ¢ (z) y v (x) son
primos entre si, resulta que f (x) es divisible por ¢ (z). For lo tanto,
f(z) = cp (x), ¥ de (1) se deduce que g (z) = ¢ ().

Una fraccion racional se dice que es propia, si el grado del nu-
merador es menor que el grado del denominador. Si convenimos en
considerar al polinomio 0 como una fracciéon propia, subsiste el
siguienle feorema:

Toda jraccién racional se representa de un modo inico en forma
de una suma de un polinomio y una fraccién propia.

En efecto, si se da una fraccién racional U—z)y si, dividiendo
el numerador por el denominador, se obtiene la igualdad

f(2) =g (=) g (x)+r(2),

donde el grado de r(z) es menor que el grado de g(z), entonces,
como fécilmente se comprueba,

1D g

Si también se cumple la igualdad

r{z)
glx) -’

@ = e
r@ 1@y
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donde el grado de ¢ (z) es menor que el grado de 1 (z), entonces
resulta la jgualdad
o e
Como en el primer miembro figura un polinomio, mientras que en
el segundo, upa fraccion propia, resulta: g(z)—q(x)=0 vy
() riz) _

Vi@ e@

Las fracciones racionales propias pueden ser sometidas a un examen
ulterior. Recordemos para esto que, como se ha sefialado al final
del parrafo anterior, son polinomios reales irreducibles log de la
forma x — o, donde o es real, y los de la forma 2®* — (B + B) x +
- BB, donde B y P es un par de nimeros imaginarios conjugados.
Como ficilmente se comprueba, en el caso complejo desempenan
un papel anilogo los polinomios de la forma @ — o, donde @ es un
numero complejo cualquiera,

f{=)
. gix) "
nador g (r) es una potencia de un polinomio irreducible p (),
gl@)=p@), k=11
y el grado del numerador f () es menor que el grado de p (x).
Subsiste también el siguiente teorema fundamental:
Toda fraccidn racional propia se descompone en una suma de
fracciones simples.
Demostracion. Consideremos primero la fraccion racional pro-
: f () i Teis ; P o ; 5 & R £
pia i donde los polinomios g (x) y & () son primos entre si:
(£ (@), k(@) =1.
Por consiguiente, en wvirtud del § 21, existen unos polinomios
u(x) y viz) tales que
g@)u (@) +h (@) (@) =1.

La fraccion racional propia ze Hama simple, si su denomi-

De aqui,
g (@) (@) [ (a)] (@) [v () f(a)] = ] (). (2)
Supongamos que dividiendo el producto w (z) f (z) por h (), se
obtiene un resto u (x), cuyo grado es menor que el grado de fi(x).
Eu este caso, la igualdad (2) se puede escribiv del modo siguiente:
g)ulx)+4 k(2) v (2)=f (1), (3)
donde v (x) es un polinomio cuya expresion se podria haber escrito
sin dificultad. Como el grado del producto g (x) & (1) es menor que
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el grado del produclto g (x)h () y eslo mismo es cierlo, segin la
condicion, para el polinomio f (), el producto & (2) v (x) serd también
de grado menor que g (2) h (z) y, por consiguiente, el grado de v (z)
serd menor que el grado de g (x). De (3) se deduce ahora la igualdad

f (=) L ov(x) ur)

g@ h(x)  g@ ' kin '

en cuyo segundo miembro figura una suma de fracciones propias.

Si al menos uno de los denominadores g (z), k& (z) se descompone
en un producto de faclores primos entre si, se puede efectuar la
descomposicion ulterior; continuando de este modo, se obtiene que
cualquier fraccién propia se descompone en una suma de unas cuanias
fracciones propias, cada una de las cuales tiene por denominador
una potencia de un polinomio irreducible. Mis exactamente,

_— . x ”

dada una fraccion propia %, cuyo denominador posee la descom-
posicién en factores irreducibles

g(-’l‘} st p:‘l (.z) pf_{z (-‘L‘) . pf; (.‘l’:)

(por supuesto, siempre se puede suponer gue el coeficiente superior
del denominador de la fraccién racional es igual a la unidad), siendo
Pi (x) 5= p; (x) para i =% j, se liene
f () uy () uy (x) ug (z)
= & + it
(o) ph) ' phr) )

todos los términos del segundo miembro de esta igualdad son fraccio-
nes propias.

‘§o queda mis que considerar una fraccién propia de la forma
ux
piz)
ritmo de la division con resto dividimos u (z) por p*! (z), luego,
el resto obtenido lo dividimos por p*2(z), etc.

Llegamos a las siguientes igualdades:

u (@) = "1 (2) 5, (2) + w4 (),

uy (z) = p"°* () 82 (2) -+ uz (),

Uz (T) = p () sn—y (@) + up-y (2).

donde p (z) es un polinomio irreducible. Aplicando e) algo-

Como, porlacondicion, el grado de u (z) esmenor que el grado de p* (z),
y el grado de cada uno de los restos u; (z), i = 1, 2, , k—

es menor que el grado del divisor correspnndlente p {x), los
grados de todos los cocientes s (x), s(z), ..., sx—y {x) serin
estrictamente menores que el grado del polinomio p (z). El grado
del ultimo resto uy_g (z) serd Lambién menor que el grado de p (z).
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De las igualdades obtenidas, resulta:

u(x) = p*1(x) 5y (2) - p(E)s2(2) + - - A pE) Sy (@) A+ wneg ().
De aqui, oblenemos la representacién buscada de la fraceion racio-
nal "[{r)) en forma de una suma de fracciones simples:
i I 3
ulz) _ upalr) | sn_y (%) et S () 4 (=)
pir)  pR(x) T phi(z) Pt pla)

El teorema fundamental queda demostrade. Este se puede
completar con el siguiente tcorema de unicidad:

Toda fraccion racionel propia posee una descomposicidn unica
en suma de fracciones simples.

En efecto, supongamos que alguna fraccién propia se puede expre-
sar de dos modos en forma de una suma de fracciones simples. Restan-
do una de estas expresiones de la otra y reduciendo los términos
semejantes, se obtiene una suma de fraceiones simples, idénticamente
igual a cero. Supongamos que los denominadores de las fracciones
simples que forman esta suma son cierlas potencias de diferentes

pelinomios irreducibles py (x), pa(z), ..., ps(2) ¥ sea pi‘i ()
la potencia superior del polinemie p, (z), i=1, 2, .. ., 5, que figura
antre los denominadores. Multiplicando amhbos miembros de la

igualdad considerada por el producto ph (z)ph2 (2) . . . pfs (=),
todos los términos de nuestra suma, menos uno de ellos, se convierten
wu (x)

en polinomios. En lo que sorefiere al término éste se convierle

plalz)’
en una fraccidon cuyo denominador es p, (z) ¥ cuyo numerador
es el producto u (x)phe(x) ... p:'(z]. El numerador no se
divide exactamente por cl denominador, puesto gue el poli-
nomio py (z) es irreducible y todos los factores del numerador son
primos con ¢él. Efectvando la divisién con resto se oblicne que es
ignal a cero la suma de un polinomio y una fraccién propia dife-
rente de cero, lo cual es imposible.

Ejemplo. Descomponer en una suma de fracciones simples la fraccién pro-
(=)

i donde

pa  real
fla)=: 224 —10x3.1 Ta® L 4o [ 3,
g{x) —2>—2s8 | 222 3r |2,
Ficilmente se comprusha que
gz} (|- 2) {z—1)% (£%-}- 1),

donde cada uno de los polinomios = 2, £ — 1, 2% o 1, es irreducible. De la

teoria que acabamos de exponer se deduce que la descomposicion Imscada tiene
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que tener la forma
f(x) _ zll‘ i) i L [ +DJ‘-}~E , (4)
g (x} T2 [x—1)2 r—1 2% -1
donde los nimeros A, B, ¢, D ¥y E tienen que ser todavia buscados.
De (4) se deduce la igualdad

fly=A(z—1)2 (22 - )+ B (z-2) (22 |- 1) +C (2 -2) (z—1) (22 1) |-
4Dz (z42) (g —1)2 - E (z - 2) (z— 1) (5)
Identificando los coeficientes de iguales potencias de la indeterminada z en
ambos miembros de la igualdad (5), obtendriamos un sistema de cinco ecuacio-
nes lineales respecto a cinco incégnitas, A, B, €, D y E; como se deduce de lo

demostrado anteriormente, este sistema tiene una solucién que ademis, es inica.
Sin embargo, procederemos de otro modo.

Poniendo en la igualdad (5) * = —2, obtenemos la igualdad, 454 = 135,
de donde
A=3. (6)
Poniendo luego en (5) x=1, obtenemos, 6/ —6, 0 sea
B=1. 4]
Después de esto, ponemos en la igualdad (5) = = 0 y z = —1, =ucesivamente.

Teniendo en cuenta (6) y (7), obtenemos las ecuaciones

—2C4-2E =1,
’ } ()
—4C—4D 4 4E — —8,
De aqui,
D=1, ®

Pongamos, {inalmente, en la igualdad (5), z —=2. Teniendo en cuenta (6), (7)
y (9, Hegamos a la ecuacidn

200 |- 4E = — D2,
que junto con la primera de las ecuaciones (8) da
C=—2, E=—3.
Por lo tanto,
f@ _ 3 4 2 x=3
g(z)  z+2 ' (@—1)2 z—1 ' 22417




CAPITULO VI
FORMAS CUADRATICAS

§ 26. Reduccion de una forma cuadritica a la forma canénica

La teoria de las formas cuadraticas tiene su origen en la geometria
analitica, mds precisamente, en la teoria de las curvas (y superficies)
de segundo orden. Es bien sabido que la ecuacién de una curva cen-
tral de segundo orden en el plano, después de trasladar el origen de
coordenadas rectangulares al centro de esta curva, tiene la forma

Az 2Bxy - Cy* = D. (1)

Se sabe también que se puede efectuar una rolacion de los ejes coor-
denados en un dngulo o, o sea, un cambio de las coordenadas z,
y, por las coordenadas z', y':

2)

de modo que en las nuevas coordenadas la ecuacion de la curva tome
la forma «candnicay:

x =z coso—y sena, }

y—a sen oz’ cosa,

Az Oy — D (3)

por consiguiente, en esta ecuacion, el coefliciente del producto 2"y’
de las indeterminadas es igual a cero. Evidentemente, la transfor-
formacion de coordenadas (2) se puede inlerpretar como una lrans-
formacion lineal de las indeterminadas (véase el § 13), la cual,
ademds, no es degenerada, puesto que el determinante de sus coe-
ficientes es igual a la unidad. Esta transformacion se aplica al pri-
mer miembro de la ecuacion (1). Por lo tanlo, se puede decir que
mediante la transformacion lineal no degenerada (2), el primer
miembro de la ecuacion (1) se convierte en el primer miembro de la
ecuacion (3).

Numerosas aplicaciones reclamaron la elaboracion de una teoria
aniloga para el caso en que el namero de las indeterminadas, en
lugar de dos, sea igual a cualquier n, y los coeficientes sean, o bien
nimeros reales, o bien niameros complejos cualesquicra.

Generalizando la expresion que figura en el primer miembro
de la ecuacion (1), llegaumos al siguiente concepto.
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Se llama forma cuadrdtica { en las n indeterminadas zy, &s, . . -
..., T, auna suma, en la cual cada término o es el cua-
drado de una de estas indelerminadas o es el producto de dos
indeterminadas diversas. Una forma cuadritica se llama real
o compleja segin que sus coeficientes sean nimeros reales o
cualesquiera nimeros complejos.

Suponiendo que en la forma cuadrética f ya se ha hecho la redue-
cion de términos semejantes, hagamos las siguientes notaciones para
los coeficientes de la misma: el coeficiente de z} lo designaremos por
a;;, v el coeficiente del producto xx;, para i ==j, por 2a;;
(icompdrese con (1)!). Come zx; = x,z;, el coeficiente de este
producto se podria indicar también con la notacién 2aj;, o sea, las
notaciones introducidas suponen el cumplimiento de la igualdad:

i —=fbj. (4)
El término 2a,;x;z; se puede escribir ahora en la forma
2(.'.,-;.1‘,‘,-‘1’2} = jT;iZ; + a;xTi,

v loda la forma cuadratica f, en forma de una suma de todos los tér-
minos posibles a;;z;r;, donde i y j, independientemente uno de
otro, toman los valores desde 1 hasta rn:

f= 3 ey (5)
i=1 j=1

¥

en parlicular, para i = j resulta el término a;i.

Con los coeficientes a;; se puede formar, evidentemente, una ma-
triz cuadrada 4 = (a,;) de orden n; ésta se llama matriz de la forma
cuadrdtica f, y su rango r, rango de esta forma cuadritica. Si, en
particular, r = n, o sea, si la matriz no es degenerada, la forma
cuadratica f también se llama no degenerada. En virtud de la igualdad
(4), los elementos de la matriz A, simétricos con respecto a la diago-
nal principal, son iguales entre si, es decir, la matriz 4 es simétrica.
Reciprocamente, para cualquier matriz simétrica A de orden n se
puede indicar una forma cuadratica (5) en n indeterminadas, cuyos
coeficientes son los elementos de la matriz A.

La forma cuadréitica (5) puede ser escrita en otra forma, aplicando
el producto de matrices rectangulares, definido en el § 14. Conven-
gamos primero en hacer las siguientes notaciones: dada una matriz
cuadrada A, o en general, una matriz rectangular, se designard
por A’ la matriz que se obtiene transponiendo la matriz A,
Si las matrices A4 y B son tales que estd definido su producto,
entonces se cumple la igualdad:

(ABY = B'A’, (6)
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o sea, la matriz transpuesta del produclo es igual al producto de las
malrices transpuestasde los factores, pero {omadas en orden inverso.
in efecto, si estd definido el producto AB, también estard defi-
nido el producto B'A’, lo que se comprueba [écilmente: el niimero
de columnas dela matriz B' es igual al ntimero de filas de la ma-
iriz A’. Elelemento de la matriz (AB)" que figura en su i-ésima fila
v en su j-ésima columna, estd situado en la matriz A5 en la j-ésima
fila e i-ésima columna, Y'or esto, es igual a la suma de los productos
de los elementos correspondientes de la j-ésima fila de la matriz A
y de la i-ésima columna de la matriz B, o sea, es igual a la suma de
los ‘f}roductos de los elementos correspondientes de la j-ésima columna
de la matriz A’ y de la i-ésima fila de la matriz B’. Con esto, queda
demostrada la igualdad (G).
Obsérvese que la malriz A es simélrica cuando, y siélo cuando,
ella coincide con su transpuesta, o sea, si
A=Al
Designemos ahora eon N la ecolumna formada por Jas indeler-
minadas:
Zy

Ty

xﬂ

X es una matriz de n filas v una columna. Traopsponiendoe esta
matriz se obticne la matriz
X (J‘.lv Tay »any “tﬂ)?

formada por una sola fila.
La forma cuadritica (3), cuya matriz es A - {(a;;), se puede
escribir ahora en forma del producto:
f=X.dX. (7

<n efecto, el producto AX es una malriz formada por una
columna:
. G
N oayjz;
=
"
N g
AXx=1i=1 3
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Multiplicando por la izquierda esta malriz por la malriz X', se
obtiene una matrizs, formada por una fila y una columna, que es
precisamente el segundo miembro de la igualdad (5).
iQué ocurrird con la forma cuadratica f si se someten las inde-
terminadas z,, o, . ... x, & una trasformacion lineal
T
€= quym E]. 21 caeg 1 (8}
K=
de matriz @ —= (g4;,)? Se supone que, =i la forma f es real, también
tienen que ser reales los elementlos de la maltriz Q. Designando con ¥

la columna formada por las indeterminadas yy, ¥, . .., ¥,. escri-
bamos la transformacion lineal (8) en forma de una igualdad ma-
tricial:

X=0Y. ()

De aqui, en virtud de (6)
X'=¥Y'Q". (10y
Sustituyendo (8) y (10} en la expresion (7) de la forma f, resulta:

[=Y(Q1Q)Y,
f=Y'BY,

(¢}

donde
B=Q'AQ.

La matriz £ es simétrica, puesto que, en virtud de la igualdad (6),
que se cumple evidentemenle para cualquicr nimero de faclores,
y de la igualdad A" = A, que significa que la malriz A es simétrica,
se tLiene:

B = QAQ=QAQ-=B.

Por lo tanto, queda demostrado el siguiente leorema:

Una forma cuadrdtica en n indeterminadas de matriz A, des-
pués de efectuar una transformacién lineal de las indeterminadas
de matriz @, se convierte en una forma cuadrdtica en las nuevas
indeterminadas, siendo la matriz de esta forma el producto ('AQ.

Supongamos ahora que se efectiia una transformacion lineal
no degenerada, o sea, que la matriz ¢ y, por lo tanto, también la
matriz ¢, no son degeneradas. Kn este caso, se obtiene el producto
Q’AQ multiplicando la matriz A por unas malrices no degeneradas,
por lo cual, como se deduce de los resultados del § 14, el rango
de este producto es igual al rango de la matriz A. Por lo tanto,
al efectuar una transformacion lineal no degencrada, el rango de
la forma cuadrdtica no se altera.
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Veamos ahora, por analogia con el problema geométrico de la
reduccion de la ecuaciéon de una curva central de segundo orden a la
forma candnica (3), el problema de la reduccidon de una forma cua-
dritica’ arbitraria a la forma de una suma de cuadrados de las inde-
terminadas, o sea, a una forma en que Lodos los coeficientes de los
productos de diversas indeterminadas sean iguales a cero, realizando
para esto una Lransformacion lineal no degenerada; esta forma espe-
cial de la forma cuadratica se llama eandnica. Supongamos primero
que, mediante una transformaciéon lineal no degenerada, la forma
cuadratica { en n indeterminadas zy, #,, ..., z, gueda reducida
a la forma canénica.

Jr: blff‘]“ + b&ff: _|" T buy%u (11)
donde Yy, 2, -« oy Yp son las nuevas indeterminadas. Claro, algu-
nos de los coelicientes by, ba, . .., b, pueden ser iguales a cero.

Demostremos que el nimero de coeficientes en (11), diferentes de
cero, es indispensablemente igual al rango r de la forma f.

Iin efecto, como hemos llegado a la (11) mediante una trans-
formacion no degenerada, la forma cuadritica que figura en el segun-
do miembro de la igualdad (11) también tiene que zer de rango r.
Sin embargo, la matriz de esta forma cuadritica tiene la forma diagonal

by 0
by

v .
by

v la exigencia de gque esta matlriz tenga el rango r es equiva enle
a la suposiciéon de que en su diagonal principal figuren ex clamente r
elementos diferentes de cero.

Pasemos a la demoslracion del siguiente leorema fundamental
sobre las formas cuadriticas.

Toda forma cuadrdlice puede ser reducida a la forma candnica
medianie una transformacion lineal no degenerada. Si es que se con-
sidera una forma cuadrdtica real, todos los coeficientes de la trans-
formacion lineal indicada se pueden suponer reales.

ste teorema subsiste para el caso de formas cuadril cas en una
indeterminada, puesto que son de la forma ez?, que ya es candnica.
Por consiguiente, podemos hacer la demostracion por induccion
sobre el nimero de indeterminadas, es decir, demostrar el teorema
para las formas cuadriticas en n indeterminadas, suponiendo que
ya estda demostrado para las formas de un nimere menor de indeter-
minadas,
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Sea dada una forma cuadrilica

L L
f: 2 E g {IZ)
i=1 j={
en r indeterminadas z;, x», . . ., x,. Vamos a procurar hallar una
transformacién lineal no degenerada de tal modo que separe de
f el cuadrado de una de lasindelerminadas, o sea, que convierta a f en
una suma de este cuadrado ¥y una forma cuadratica en las demas
indeterminadas. lste objetive se consigue licilmente cuande entre
los coefic enles @y, @u2, . .., @, que figuran en la diagonal prin-
cipal de la matriz de la forma f haya alguno diferente de cero, o sea,
cuando en (12) haya por lo menos un cuadrado de una indetermina-
da z; cuyo coeficiente sea diferente de cero.

Sea, por cjemplo, ayy 5= 0. Entonces, como ldcilmente se comprue-
ba, la expresion a7} (ayxy + apxy 4+ . .. - @ay,)?, que representa
una forma cuadritica, contiene los mismos Lérminos en la indeter-
minada z; que nuestra forma f y, por lo tanto, la diferencia que

J—ajt lanr Fapty, - . - apay)i=g
serd una forma cuadrditica que contendri solamente a las indeler-
minadas &a, ..., 2, pero no a &, De aqui, que

-1 P ! 2
f=aif layey b aypTa oo - @) 1 g

.

Haciendo Jas nolaciones
=0T S Qply o Qe W= para i=2, 3, ..., n, (13}
e obtiene

f=aiyi-g (14
donde g serd ahora una forma cuadritica en las indeterminadas
Ya, Yas - - . Yn- La expresion (14) es la buscada para la forma f,
puesto que se ha obtenide de (12) mediante una transformacion
lineal no degenerada, inversa a la transformacion lineal (13),
cuyo determinante es @y, lo que implica que no sea degenerada.

Si se cumplen las igualdades a4 = @ = ... = a,, = 0,
se debe efectuar previamente una transformacion lineal auxiliar
que dé lugar a la apariciéon de cuadrados de las indeterminadas en
nuestra forma f. Como entre los coeficientes de la expresién (12)
tiene que haber diferentes de cero — en caso contrario no habria
que demostrar nada — supondremos que, por ejemplo, @ == 0,
o sea, que [ es la suma del término 2a,,x;7, ¥ de otros términos, en
cada uno de los cuales figura por lo menos una de las indetermina-
das zy, - . ., Tn.

Hagamos ahora la transformaciéon lineal

By =2y—Zg, Tp==3Zy+ By, Fy=13 para i=23, ..., n. (15)
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Esta no es degenerada, puesto que su delerminante es:
1 —10...0
b L ¢ TR

0 01...0|=250.

0 01
Como resultado de esta transformacion, el término 2a,2,2, tomaréd
la forma

2040725 = 2ty (2)— 25) (21 + 29) = 20502} — 24,933,

es decir, en la forma f aparecerin a la vez los cuadrados de dos inde-
terminadas con coeficientes diferentes de cero, que no podran simpli-
ficarse con los demdis términos, puesto que en cada uno de estos
iltimos hay por lo menos una de las indeterminadas zg, ..., z,.
Abora nos encontramos en las condiciones del caso considerado
anleriormente, demodo que con otra transformacion lineal mas, no de-
generada, se podra reducir la forma f a la forma (14).

Para terminar la demostracion no queda mds que sefialar que
la forma cuadritica g depende de un nimero menor que n de indeter-
minadas, y por la hipdtesis de la induccion, e reduce a la forma
canénica mediante una transformacion no degenerada de las inde-
terminadas yp, ¥gy . . ., Y. Esta transformacion, considerada como
una transformacion (que, como ficilmente se comprueba, no es dege-
nerada) de todas las n indeterminadas, s segin la cual gy se mantiene
invariable, reduce (14) a la forma canonica. Por lo tanto, mediante
dos o tres transformaciones lineales no degeneradas (que se pueden
sustituir por una sola transformacion no degenerada: por su pro-
ducto), la forma cuadritica f se reduce a una suma de coadrados
de las indeterminadas con ciertos coeficientes. Como ya =abemos,
el niimero de estos cuadrados es igual al rango r de la forma. Si ademis
de estao, la forma cuadratica f es veal, los coeficientes en la forma cand-
nica de f, asi como en la transformacion lineal que reduce f a esta
forma, serin reales; en efecto, tanto la transformacion lineal inver
de (13) como la transformacion lineal (15) ticnen coeficientes reales.

El teorema queda demostrado fundamental. El método uli-
lizado en esta demostracién puede aplicarse en ejemplos concrelos
para la reduccion efectiva de una forma cuadritica a la Torma cand-
nica. Pero, en lugar de la induccion que se empleaba en la demos-
tracion, se aplica el método expuesto para separar sucesivamente
los cuadrados de las indeterminadas.

Ejemplo. Reducir la forma cuadratica

. f=2apay — gy 4+ 2irgay, (1)
a la forma candnica,
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Debido a la ausencia en esta forma de los cuadrados de las indetermina-
das, efectuamos primero la transformacion lineal no degenerada

Ty Yy—Ya F=Yi+¥2 T3=U3

de mafriz
1 —10
A== { i 4] ¥
0 01

después de lo enal se obliene:
f= 2 — 2y — Ay —Byays.

Ahora, el coeficiente de yi es diferente de cern y, por esto, en nuestra forma se
puede separar el cuadrado de una indeterminada. Haciendo

2y =21 =2y, Ia=Uy, I3—1Us
0 sea, efeetwando la Wransformacion lineal cuya inversa Yiene la malriz
1
5 01
B~ 010"
001
la forma § =e reduce a la forma

1

f=-.—2— 3} — 22§ — 225 — 82,2,

Por ahora solamente se ha separado el cuadrado de la indeterminada sz,

puesto [1UB la forma contiene todavia el producto de las otras dos indetermina-
p

daz. Aplicando la desigualdad de cero del coeficiente de z3, empleamos de nuevo
el método expuesto anteriormente. Electuando la t.ransformncién lineal

ty=2y, lpg— —2;—iz, H=1y
cuya inversa tiene la matriz
1 0 Y]

1
- izl
¢ 0 3 ¥

0 0 1
sp reduce, finalmente, la forma f a la forma candnica
1 1
!5-5-‘{—-T 13- 623, 1n

La transformacién lineal que reduce simultineamente la forma (16)
a la forma(17) tiene por matriz el producto

1 1

5T T 2
ABC = L_;i_ =

2 B

0 V] 1
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Mediante una sustitucién directa se puede comprobar que la translormacion
L . . 1
lineal no degenerada (puosln que el determinante esigual a _T)

1 1

oy =gty by Bty
1
2

ti—%-tz—tm

r3= ty

Lo —

transforma (16) en (17).

La teoria de la reduccion de una forma cuadritica a la forma
candnica se ha elaborado por analogia con la teoria geométrica de
las curvas centrales de segundo orden, pero no puede suponerse que
es una generalizacion de esta tltima. En efecto, en nuestra teoria
se permitia la aplicacion de cualesquiera transformaciones lineales
no degeneradas, mientras que la reduccion de la ecunacion de una
curva de segundo orden a la forma candnica se consigue aplicando
transformaciones lineales de una forma (2) muy especial, que re-
presentan rotaciones del plano. Sin embargo, esta leoria geométrica
se puede generalizar al caso de formas cuadriticas en n indeter-
minadas con coeficientes reales, En el cap. 8 se hard una exposicion
de esta generalizacion, denominada reduccion de las formas cua-
draticas a los ejes principales.

§ 27. Ley de inercia

Generalmente, la forma candnica a que se reduce una forma cna-
dritica dada no se determina univocamente, pues toda forma cua-
dratica se puede reducira la forma candnica de muchos modos. Asi,
la forma cuadritica f = 2&00 — baexg + 222, considerada en
el parrafo anterior, mediante la transformacion lineal no degenerada

Ty=ty -+ Bty -t 2,
To=1ty—t,— 24,

Fa= b

se reduce a la forma candnica
— 92 sy 1
f= =ty + l’£2_8£;||

distinta de la obtenida anleriormente.

Surge la pregunta: [Qué tienen de comiin las diversas formas
cuadrilicas candnicas a que se reduce la forma f dada? Como vere-
mos, esla cuestion esta estrechamente ligada con la siguiente pregun-
ta: ieudl es la condicion para que una de las dos formas cuadrilicas
dadas se reduzea a la olra mediante una transformacion lineal?

{3 _u52
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Sin embargo, la respuesta a estas preguntas depende de gue sean
reales o complejas las formas cuadriticas consideradas.
Supongamos primero que se consideran formas cuadriticas com ple-
jus arbitrarias y que, a {a vez, se permite el empleo de transfor-
maciones lineales no degeneradas Lambién con coeficientes complejos
arbitrarios. Ya sabemos gque toda forma coadralica f en » indeler-
minadas de rango r, se¢ reduce a la forma canonica

Forewt eayy b enyd

donde todos los coeficientes ¢y, €2, . . ., ¢, son diferenies de cero.
Teniendo en cuenta gque se puede extraer la raiz cuadrada de cual-
quier nimero complejo, realicemos la siguiente transformacion
Jineal no degenerada:
o s . C -
Zy= Ve para £ =4, 2, .., P58 pp phra f=r-4, . ., M.

Iista reduce f a la forma
Y SN E ) (1)

denominada normal, la cual es, simplemente, la suma de los cua-
drados de r indeterminadas con coelicienles iguales a la unidad.

La forma normal depende solamente del rango r de la forma f,
es decir, todas las formas cuadriticas de rango r se reducen a una
misma forma normal (1). Por consigniente, si {as formas f y g en n
indeterminadas son de igual rango r, se puede reducir f a la forma (1),
v después, (1) a la ferma g, le que significa que exisle una irans-
formacion lineal no degenerada que reduce f a la forma g. Por olra
parte, como una transformacion lineal no degenerada nunca altera
el rango de la forma, llegamos al resultado siguiente:

Duos formas cuadrdticas complejas en n indeterminadas se reducen
una a oira mediante transformaciones {ineales no degeneradas con
coeficientes complejos cuando, y silo cuando, éstas son de wun mismo
rango.

De este teorema se deduce sin dificultad que puede ser forma
candrnica de una furma cuadrdtica compleja de rango v cualquier
suma de cuadrades de r indeterminadas con cualesquiera coeficientes
complejos diferentes de cero.

El asunto se complica si se consideran formas cuadriticas reales
y, sobre todo, si se permiten solamente transformaciones lineales
con coeficientes reales, cosa muy importante. lin este caso. ya no
se puede reducir cualgquier forma a la forma (1), puesto que proba-
blemente se tendria que efecluar la extraccion de la raiz cuadrada
de un nimero negalivo. Sin embargo, si {lamamos ahora forma normal
de una forma cuadratica a la suma de los cuadrados de unas cuantas
indeterminadas, tomadas con los coeficientes —1 o —1, se puede
demostrar facilmente, que cualquier forma cuadrdtica real f se puede
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reducir.a la forma normal mediante una transformaciin lineal no
degenerada con cocficientes reales.

En efecto, la forma f en » indelerminadas, de rango r, se reduce
a la forma candnica, que se puede escribir del modo siguiente (cam-
biando la numeracién de las indelerminadas, si [uese necesario):

foewi- b e — it — .o — oy 0<k<r,
donde todos los nitmeros ¢y, . ... €3} €pagy » « .y Cp Son diferentes
de cero y positivos. Entonces, la transformacion lineal no degenerada
con coeficientes reales z; V{:,-y‘- para § — 1, 2, ..., r, z; = y;
para j = r — 1, ..., n, reduce f a la forma normal,
f=zi . g —gf — ... —3

El nimere total de cuadrades que figuran aqui es igual al rango
de la forma.

Una Torma enadritica real se pvede reducir a la Torma normal
mediante muchas lranslormaciones diversas, pero salvo ¢l orden
de numeracion de las indcterminadas ésta se reduce solamente a una
forma normal, Eslo lo muestra el importanle Lleorema, denominado
ley de inercia de las formas cuadrilticas reales:

El nitmero de cuadrados positives, ast como ¢l mimero de cuadrados
negatives, en la forma normal a que se reduce una forma cuadrdtica
dada con coeficientes reales por upa lransformaciin lineal real no
degenerada, no depende de la eleecion de esta transformacion.

¥n efeclo, supongamog que una forma cuadratica f de rango r,
en n indeterminadas xy, . . o, 'y 88 ha redoeido a la forma nor-
mal de dos modos diversos:

F=i+ . g —yhia—. . —Yi=
=gzt o.-lgi—2fy — ... — 2 (2)

Como ¢l paso de las indelerminadas &y, z., ..., r, a las indeler-
minadas Yy, ¥,y . . ., ¥y era una transformacion lineal no degenera-
da, las segundas indeterminadas también se expresarin lincalmente
mediante las primeras con un determinante diferenle de cero:

n

Ui E 7T e e L o, (3)

s=1
Anilogamente

"

1 .
I l bj;l‘g, J=—=1, 2. g Ty ([l)
i—1

donde el determinante de los coeficientes es de nuevo diferente de
cero, Los coeficientes en (3). al igual que en {4), son niineros reales,
12+
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Supongamos ahora gqoe k== 1, y escribamos el sistema de igual-

dades:
sl covniWam=e S =00 o BED, sy Ea=U ()

Si los primeros miembros de estas igualdades se sustituyen por sus
expresiones (3) y (4), se obliene un sistema de n — I + k& ecuaciones
linecales homogéneas con nr incopnitas 2y, xo. . . ., x,. Bl nimero de
ecuaciones en este sistema es menor que el nimero de incognitas,
por consiguiente, por el § 1, este sistema posee solucion real no
nula, oy, o, . .., Gn.

Sustituyamos ahora en la igualdad (2) todas las y y todas las z
por sus expresiones (3) y (4), y pongamos después en lugar de las
indeterminadas los nimeros oy, ., .. ., ®,. Si, para abreviar, se
designan con y; (=) v z; (@) los valores de las indeterminadas y,
y z;, que se obtienen después de esta sustitucion, la igualdad (2)
se convierte, en virtud de (), en la igualdad

—yhar o) — .o — () =z () + .. 47 (). {6)

Como todos los coelicientes en (3) y (4) son reales, Lodos loscuadrados

que figuran en la igualdad (6) son positives; por consiguiente, de

la igualdad (6) se deduce la igualdad a cero de todos estos cuadrados;
de aqui resultan fas igualdades:

() =0, ..., z(x)=0. (7N

Por otra parte, debido a la misma eleccion de los nimeros

Chyy Doy o vy
;Eelta) =0, ... Z,.(I‘J\’.)_'-U, vy B (0‘:}::' 0. (S)

Por lo tanto, en viriud de (7) vy (8), el sistema de n ecuaciones
lineales homogéneas _
Zi?'(},i‘—‘l,:z,...,ﬂ'

con n incognitas xy, x4, . .., x, posee solucion no pula g, oy ...
..., &g, porlocual, el determinante de este sistema tiene que ser
igual a ecero. Sin embargo, esto es absurdo, puesio que se suponia
que la transformacion (4) era no degenerada. Suponiendo que [ << k
llegamos también a) absurdo. De agui se deduce la jgualdad k = [,
que demuesira el teorema,

El nimero de cnadrados positivos en la forma normal a que se
reduce una forma cuadriatica real f dada, se llama indice positivo
de inercia de esta forma; el niimero de eunadrados negativos, indice
negativo de inercia; y la diferencia entre el indice positivo y el nega-
tivo, signatura de la forma f. Bsta claro gue dado el rango de la forma,
cualguiera de los tres nameros que acabamos de definir determina
completamente a los otros dos y, por esto, en los enunciados que
siguen se puede mencionar cualquiera de ellos. )
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Demostremos ahora el siguiente teorema:

Dos | formas cuadrdticas en n indeterminadas con coeficientes
reales se reducen una a otra medianie transformaciones lineales reales
no degeneradas cuando, y silo cuando, tienen el mismo rango y la
misma signatura,

En efecto, supongamos que la forma f se reduce a la forma g
mediante una transformacion real no degenerada. Ya se sabe que
esta transformacion no altera el rango de la forma. Esta tampoco
puede alterar la signatura, puesto que, en caso contrario, las formas f
y g se reducirian a diferentes formas normales, y la forma f se redu-
ciria a ambas formas normales, lo cual contradice a la ley de inercia.
Reciprocamente, si las formas f y g tienen un mismo rango y una
misma signatura, entonces se reducen a una misma forma normal
¥y, en consecuencia, se pueden reducir una a otra.

Si se da una forma cuadritica g en la forma candnica

g=byi -+ baya .o eyt (9
con coeficienles reales diferentes de cero, el rango es, evidenlemente,
igual a r. Facilmente se ve, empleando el método aplicado anterior-
mente de reduccion de esa forma a la forma normal, que el indice
positivo de inercia de la forma g es igual al nimero de coeficientes
posilivos en el segundo miembro de la igualdad (9). De aqui y del
teorema anterior se deduce el siguiente resullado:

La forma (9) serd la forma candnica de wuna forma cuadrdtica
f dada cuando, y silo cuando, el rango de ésta sea igual a r y su indice
positivo de inercia coincida con el mimero de coeficientes positivos
en ().

Formas cuadriticas descomponibles. Multiplicando dos formas
lineales cualesquiera en n indelerminadas,

=@y ayls 5 ... apty, = by - Doy oL L Dy,

se obliene, evidentemente, una forma cuadritica. No cualquier
forma euadritica se puede representar en forma de un productlo de
dos formas lineales, y queremos deducir las condiciones para que
esto tenga lugar, o sea, para quela forma cuadrilica sea descomponible.

Una forma cuadritica compleja f (o, wa, ..., 2,) es descompo-
nible cuando, y silo cuando, su rango es menor o igual a dos. Una for-
ma cuadrdtica real f (v, w2, ..., x,) es descomponible cuando,
y sdlo cuando, su rango no es mayor que la unidad, o es igual a dos, pero
su signatura es igual a cero.

Examinemos primero el producto de las formas lineales g y .
Si al menos una de estas formas es nula, su producto también serd
una formacuadritica con coeficientes nulos, es decir, tendri el rango 0.
Si las formas lineales ¢ y ) son proporcionales,

== cip,
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siendoe == (), y la forma ¢ no es nula, supondremos que a,, por ejem-
plo, es diferente de cero. Entonces la transformacion lineal no dege-
nerada

Y=yt + .ot Bakn, pr—a para i=2, 3, ..., n
reduce la forma cuadritica ¢p a la forma
= ey
Como en el segundo miembro figura una forma cuadratica de rango

1, la forma cuadrilica g también tendrd el rango 1. Finalmente, si
las formas lineales ¢ y ¥ no son preporcionales, supondremos que

a, s

by by 1 ol

Entonces la transformacion lineal

Wi = apry | aada b 8y,
yoo=byxy o byzy - | b,y
yi=x; para i -3, 4, ..., n

no serd degenerada; ésta reducird la forma cuadritica ¢ a la
forma

i
En el segundo miembro figura una forma cuadritica de rango 2,
que en el caso de coeficientes reales tendrd la signatura (.

Pasemos a la demostracion de la afirmacion reciproca. Por su-
puesto, una forma cuadritica de rango 0 puede considerarse como
el producto de dos formas lineales, una de las cuales es nula. Luego,
una forma cuadreitica f (xy, 22, . - ., &) de rango 1, mediante una
transformacion lineal no degenerada, se reduce a la forma

f=cyi, e0,

o sea, a la forma

f=A{eys) -
Expresando linealmente y, mediante z,, x,, ..., 2,, se obtiene
la representacién de la forma f en un producto de dos for-
mas lineales. Finalmente, una forma cuadratica real f (xy, s, - . .
..., T,) de rango 2 y signatura 0, mediante una transformacién
lineal no degenerada, se reduce a la forma

f=vi—ys
a esta misma forma se puede reducir cualquier forma cuadritica
compleja de rango 2. Sin embargo,

yi— = (i —y2) W 1Y)
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y en el segundo miembro, después de sustituir y; ¥ y» por sus expre-
siones lineales mediante z,, s, ..., T, resultari el producto de
dos formas lineales. Asi, el teorema queda demostrado.

§ 28. Formas definidas positivas

Una forma cuadratica f en n indelerminadas con coeficientes
reales se llama definida positiva, si se reduce a una forma normal
que consta de n cuadrados positivos, es decir, si tanto el rango como
el indice positivo de inercia de esta forma son iguales al nimero
de las indeterminadas.

El siguiente teorema da la posibilidad de caracterizar las formas
definidas positivas, sin reducirlas a la forma normal o candnica.

Una forma cuadrdtica f en n indeterminadas xz,, x5, . .., =, con
cocficientes reales, es definida positiva si, y silo si, para cualesquiera
valores reales de estas indeterminadas, no simulldneamente nulos,
la formae toma wvalores positivos.

Demostracién. Supongamos que la forma f es definida positiva,
o sea, que se reduce a la forma normal

dond f=ui4yet ...t yn, (1)
onae
= 2]’(1.-}-.1:,-. t=1, 2, cvuy T (2)
=

siendo diferente de cero el determinante de los coeficientes reales a; ;.
Si se quieren poner en f valores reales arbitrarios de las indetermi-
nadas xy, s, ..., &, al menos uno de los cuales es dilerente de
cero, se pueden ponerlos primero en (2) y, después, los valores obte-
nidos de y,;, en (1). Obsérvese que los valores obtenidos en (2) para y,,
Y2, + « 1 Un, no pueden ser simultineamente iguales a cero, puesto
que en caso contrario resullaria que el sistema de ecuaciones linea-
les homogéneas

n

IZI(I.UI_;---O, i’=1, 2,..., £y

i=
poseeria solueién no nula a pesar de que su determinante es diferente
de cero, Sustituyendo en (1) los valores obtenidos de ¥y, #2, . . ., ¥n
se obliene un valor de la forma f, igual a la suma de los cuadrados
de 7 nameros reales que no son todos iguales a cero; por consiguiente,
este valor es estrictamente positivo.

Reciprocamente, supongamos que la forma f no es delinida posi-
Liva, o sea, que su rango o su indice positivo de inercia es menor
que n. Lsto significa que en su forma normal, a la que se reduce
mediante una transformacion lineal no degenerada (2), el cua-
drado de al menos una de las indeterminadas, por ejemplo, de y,,
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o bien falta, o bien figura con el signo menos. Demostremos que en
este caso se pueden elegir para las indeterminadas xy, a2, . .., T,
unos valores reales, no todos iguales a cero, de modo que el valor
de esta forma para estos valores de las indeterminadas sea igual
a cero e incluso negativo, Tales son, por ejemplo, los valores que
se obtienen para zy, ¥, . . ., &, al Tesolver por la regla de Cramer

el sistema de ecuaciones lineales que resulta de (2) para yy = y= =
= ... =ypy =0, yy = 1. En efecto, para estos valores de las
indeterminadas x,, s, ..., &, la forma es igual a cero, =i ¥5 no

figura en la forma normal, e ignal a —1, si y3 figura en la forma nor-
mal con el signo menos.

El teorema que acabamos de demostrar se emplea en todos los
casos donde se aplican las formas cuadriticas deflinidas pesitivas.
Sin embargo, con su ayuda no se puede determinar, valiéndose de
los coeficientes de la forma, si ésta es definida posiliva o no. Para
este fin sirve otro teorema que enunciaremos y demostraremos
después de que se introduzea un conceplo auxiliar.

Sea dada una forma cuadritica f en n indeterminadas de matriz
A = (a;;). Los menores de orden 1, 2, . . ., n de esla malriz, situa-
dos en el dngule superior de la izquierda, o sea, los menores

Ayy Gz - .- Agp Ay Ayg - - Tgn
LTS ey floz - . - ok flay oy + .« ap
[T = g .
gy (an i F simeE ¥ o® PO E mEmGE
fpy Qpa o o0 A4y Ay Eyo -+« g

el Gltimo de los cuales, evidentemente, coincide con el determinante
de la matriz A, se llaman menores principales de la forma f.

Subsiste el siguiente teorema:

Una forma cuadrdtica f en n indeterminadas con coeficientes
reales es definida positiva si, y sélo si, todos sus menores principales
son estrictamente positivos.

Demostracién. El teorema es cierto para n =1, puesto que en esle
caso la forma es ax® y, por lo tanto, es definida positiva si, y sélo
si, a > 0. Por esta razén demostraremos el teorema para el
caso de n indeterminadas, suponiendo que ya estd demostrado para
las formas cuadriticas en r — 1 indeterminadas.

Hagamos primero la observacion siguiente:

Si una forma cuadratica f con coeficientes reales que forman una
matriz 4, se somete a una transformacién lineal no degenerada de
matriz real Q, el signo del determinante de la forma (o sea, del deter-
minante de su matriz) no varia. |

En efecto, después de la transformacién se obtiene una forma
cuadritica cuya matriz es Q" AQ; pero, como | Q' | = | @ |, resulta:

|Q4Q|=|Q |-|4]-|1Q|=]|4|-|QP,
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o sea, el determinante | A | se multiplica por un nimero positivo.
Supongamos ahora que se ha dado una forma cuadritica

n
f._- ) E i apFrixy.
£y, =
Esta se puede escribir en la forma
n=-1
f= P (-171, Ty - nny xﬂ_n+2izl AnZ (T - aﬂﬂx%v [3)

donde ¢ es una forma cuadritica en n — 1 indeterminadas, formada
por los términos de la forma f que no contienen a la indeterminada z,,.
Obsérvese que los menores principales de la forma ¢ coinciden con
todos los menores principales de la forma f, menos con el tiltimo.

Supongamos que la forma f es definida positiva. En este caso,
la forma ¢ también sera definida positiva, pues si existiesen unos
valores de las indeterminadas x,, s, ..., 2,, no simultineamente
nules, para los que la forma ¢ tomase un valor no estrictamente
positivo, entonces, poniendo complementariamente a, = (), en
virtud de (3), se oblendria también un valor no estrictamente posi-
tivo para la forma f, a pesar de que no todos los valores de las inde-
terminadas x,, x5, . . ., ,—, &, son iguales a cero. En consecuencia,
segin la hipotesis de indueccion, todos los menores principales de
la forma g, es decir, todos los menores principales de la forma f,
menos el Gltimo, son estrictamenle positives. En lo que se refiere
al dltimo menor principal de la forma f, o sea, al determinante de
la misma matriz A, éste es positivo debido a las razones siguientes:
como la forma f es definida positiva, mediante una transformacion
lineal no degenerada, ésta se reduce a la forma normal que consta
de n eunadrados positives. El determinante de esta forma normal
es estrictamente positivo y, por esto, en virtud de la observacion
hecha anteriormente, es también positivo el delerminante de la
misma forma f.

Supongamos ahora que todos los menores principales de la for-
ma f son estrictamente positivos. De aqui se deduce que son positi-
vos todos los menores principales de la forma ¢, y por la hipotesis
de induccion, ésta es delinida positiva, Por consiguiente, existe
una transformacion lineal no degenerada de las indeterminadas
Zy, Tz, . .., T,—y que reduce la forma ¢ a una suma de n — 1 cua-
drados positivos de las nuevas indeterminadas yy, ya, .. ., Yn—1-
Esta transformacion lineal se puede completar hasta una trans-
formacion lineal (no degenerada) de todas las indeterminadas
Zy, 2, ..., &y, haciendo z, = y,. En virtud de (3), mediante la
transformacion indicada, la forma f se reduce a la forma

—1

= \1 J; +2 >_| binliyin + banipivi (’h
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Las expresiones cxactas de los coeficientes by, no lienen inlerés
alguno. Como

2 3

N + zbinyiyn — (.Fh + b!rl!fn)!_binygl,
en virtnd de (4), la transformacién lineal no degenerada

zi =i + binkn, i=1,2 ..., n—1,
Ip = n
reduce la forma [ a la forma candnica
n—1{
f= 2z + ez (5)

i=1

Para demostrar que la Torma f es definida positiva, no queda
mas que demostrar que el numero ¢ es positivo. El determinante
de la forma que figura en el segundo miembro de la igualdad (5)
es igual a ¢. Sin embargo, este determinante tiene que ser positivo,
puesto que el segundo miembro de la igualdad (5) se ha obtenido
de la forma f mediante dos transformaciones lineales no degeneradas,
y el determinante de la forma f, como Gltimo de los menores princi-
pales de ésta, es positivo.

Asi, pues, el teorema queda demostrado.

Ejempos. 1. La forma cuadritica
§ = ba}+4 a2} + daf - dayzy—Szyrg—ATpay

es definida positiva, ya que sus menores principales

son positivos.
2. La forma cuadritica
[ =232} 2% S} -1 day g — Ba 13— dapzg
no es definida positiva, puesto que su segundo menor principal es negativo
32

94|~ 1

Obsérvese que por analogia con las formas cuadraticas defini-
das positivas se pueden definir las formas definidas negativas, o sea,
unas formas cunadriticas no degeneradascon coeficientes reales cuyas
formas normales contienen solamente cuadrados negativos de las inde-
terminadas. Las formas cuadriticas degeneradas, cuyas formas normales
constan de cuadrados de un mismo signo, se llaman a veces semide-
finidas. Finalmente, las formas cuadriticas, cuyas formas normales
contienen cuadrados de las indelerminadas, tanto positivos como
negalivos, son indefinidas.



CAPITULO VII
ESPACIOS LINEALES

§ 29. Definicion del espacio lineal. Isomorfismo

La definicién de espacio vectorial de n dimensiones dada en
¢l § 8, comenzaba con la definicion de un vector de n dimensiones
como un sistema ordenado de n nimeros. Para los vectores de n
dimensiones se definieron luego la suma y el productode ellos por nliime-
ros, lo cnal condujo a la nocion de espacio vectorial de n dimensiones.
Los primeros ejemplos de espacios vectoriales son los conjuntos
de vectores-segmentos que parten del origen de coordenadas, en el
plano o en el espacio tridimensional. Sin embargo, tratando
estos ejemplos en el curso de geometria, no siempre creemos
necesario determinar los veclores por sus componentes respeclto a un
sistema fijo de coordenadas, puesio que la suma de vectores y su
producto por un escalar se determinan geomélricamente, indepen-
dientemente de la eleccion del sistema de coordenadas, Precisamente,
la suma de vectores en el plano o en el espacio se efectia segin la
regla del paralelogramo y el producto de un veclor por un nimero o
significa el alargamiento de esle vector en & veces (o la conlraceion,
leniendo que cambiar la direccion del vector por la conlraria en
caso de que z sea negativo). lin el caso general, también es conveniente
hacer una definicién «sin recurrir a coordenadasy» del espacio vecto-
rial, es deecir, hacer una definicién gque no necesite determinar los
vectores como sistemas ordenados de nimeros. Ahora se darda tal
definicion. Esta definicion es axiomatiea, pues en ella no se tratard
de las propiedades de cada vector por separado, sino que se enumerarin
las propiedades gue deben poscer las operaciones con los veclores.

Sea dado un conjunto V; sus elementos se designarian con letras
latinas minasculas: a, b, ¢, .. .*. Supongamos también que en el
conjunto V se¢ han definido las operaciones signientes: la suma,
que pone en correspondencia a cada par de elementos a, b de V oun
elemento univocamente determinado a - & de V, denominado suma,

* A diferencia de lo convenido en el capitule 2, en el presente capitulo
v en el siguiente, los vectores se designaran con letras lalinas minnisculag, mien-
tras que los mimeros, con letras griegas mindsculas,
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¥ la multiplicacion de un elemento por un nimere real, segln la coal,
el producto ca del elemento e por el nimero o esti univocamente deter-
minado y pertenece a

Los élementos del conjunto V' se llamarin vectores y el mismo
conjunto V, espacio lineal ( o vectorial, o afin) real, si las operaciones
indicadas poscen las propiedades 1—VI1II que siguen:

[. La suma es conmulativa, ¢ — & = h - @

11. La suma es asociativa, (@ | &) — ¢ == aL+ (b - ¢).

ITI. Existeen V unelemento nule {(cero) 0, que salisface a la con-
dicion: @ - 0 = a para ltodos los a de V.

Aplicando I, es facil demostrar la unicidad del elemento nulo:
si 0y ¥ 0, son dos elementos nulos, se tiene:

0p -+ 0 =10y, 0+ 0y =0, 40y = 0,

de donde 0Oy = Uy,

IV. Para todo elemento a de V existe un elemenio opuesio —a,
que s=atisface a la condicién: a |- (—a) = 0.

Ficilimente se comprueba, en virtud de 11 y I, la wnicidad det
elemento opuesto: si (—a)y y (—aj: son dos elementos opuestos de a,
entonces,

(—a)+let(—a)l--(—a) +0=(—a),
[{—a)y+al+(—a)=0-L(—a)k=(—a),

de donde (—a), = (—a}s.

De los axiomas [—1V se deduce la existencia y unicidad de la

diferencin a — b, o sea, de un elemento que satisface a la ccuacion

_ b-x=u. (1)
En efecto, se puede poner

a—b=a-}+(—h),
pues _
btla+-(—O=b+(—b|+a=0-ta=a.
Si existiese otro elemento mis, ¢, que satlisfaciese a la ecuacion (1),
0 sea, que
bLe=a,
agregando a los dos miembros de esta igualdad el elemento — 0,
resultaria
c=a-}-{—bh).

Los axiomas V—VIII que siguen (compirese con el § 8), ligan
la multiplicacion por un nimero con la suma y con las operaciones
sobre los nimeros. Precisamente, para cualesquiera elementos a,
b de V, para cualesquicra nlimeros reales o, f y para el nimero real 1,
sa tienen que cumplic las igualdades: '

V. o {a - 0) = aa -+ ab;
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VI. (o - P) a = aa + Pa;
VIL (2B) a = (Ba);
VIIIL 1l-a=a.

Seiialemos algunas de las propiedades elementales de estos
axiomas:

[1] o-0=0.
En efecto, para un a de V,

aa=ale-0) =aa-|l-a-0,
o sea,
o-0=oaa—oae=aa+ | —(za)] =0,
121 Jea=Th

donde en el primer miembro figura el niimero cero, mientras que en
el segundo miembro, el elemento nulo de V.
Para la demostracion, tomemos cualquier niimero o. Entonces

aa—= (e 0e=ae+0.qa,
de donde
0.a=ca—aa=0,

[3]. Si aa=0, entonces o==0, o bien a= 0. En eleclo, si a0,
es decir, que existe el nimero o™, entonces

a=1-a=(glya=c{aa)=c - 0="0.
141. o (—a)—= —aa.
En efecto,
aa--a(—a)=ala+(—a)|=a-0=0,
o sea, el elemento o (—a) es opuesto al clemento aa.
15]. (—o)a= —aa.
Iin rea]ida.d,
ga |- (—a) a=|a (—a)l a=0.04=0,
o sea, el elemento (—ea)e s opuesto al elemento ca.
1G] e (a0 — b) = aa—abh.
En efecto, en virtud de [4], tendremos
o(n—b)—=ala| {(—b)|=aata(—b) =0t (—ab)=ca—ab,
[7]. (o —P) ¢ = aa —Pa.
Se tiene, en efecto
(a—pya=[o+(—BY a=aa+ (—p)a=aa-(—pa) —oa—pa.
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Obsérvese que los axiomas y las consecnencias ennmeradas
se emplearan a conlinuacidén sin reservas especiales.

Antes se dio Ia definicion de espacio lineal real. Suponiendo
que en el conjunto ¥ no sélo se ha determinado el producto por
nimeros reales, sino lambién por cualesquiera nimeros complejos,
conservando los mismos axiomas [-VIII, se obtiene la definicion
de espacio lineal complejo. Para fijar ideas, se examinarin a con-
tinuacion los espacios lineales reales; sin emabargo, todo lo que
se diga en el presente capitulo se refiere también palabra por pa-
labra al caso de espacios lincales complejos.

Es ficil senalar ejemplos de espacios lineales reales. Estos son,
ante todo, los espacios vectoriales reales de n dimensgiones formados
por los vectores-filas, que se estudiaron en el cap. 2. También son
espacios lineales los conjuntos de veclores-segmenios que parten
del origen de coordenadas en el plano o en el espacio Lridimensional,
si las operaciones de suma y de multiplicacion por un namero se
entienden en el sentido geométrico que se indicé al comienzo
de este pareafo.

También existen ejemplos de espacios lineales, como suele decirse,
de «infinitas dimensioness. Consideremos todas las sucesiones posi-
bles de nimeros reales; éstas son de la forma

o= (G0, o ony By s s

Las operaciones con las sucesiones se efectian componente a compo-

nente: si
b= (B Pas oo ov Prs -0 )s

s¢ tiene
i - b_—"'(q-l :‘ﬁh o i ﬂ:.h P ﬁu- )»

or otra parle rara cualguier nimero real '
I +
Vet - {‘}’(}L;, Vo = -0 Vohay o - )

Todos los axiomas |—VIII se cumplen, o sea, resulta un espacio
lineal real.

Un ejemplo de espacio de infinitas dimensiones es también el
conjunto de Lodas las funciones reales posibles de la variable real,
entendiendo por suma de funciones y su producto por un nimero
real lo que estd convenido en la teoria de las funciones, es decir,
como la suma y el producto por un namero de los valores de las funcio-
nes para cada valor de la variable independiente.

Isomorfismo. Nuestro objelivo proximo consiste en la eleccidn,
entre todos los espacios lineales, de aquellos gue naturalmente se
pueden llamar espacios de dimensiones finitas. Introduzcamos pri-
mero un concepto general.
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En la definicion de espacio lineal se hablaba de las propiedades
de las operaciones sobre los vectores, pero no se decia nada de las
propiedades de los mismos vectores. Iin virtud de esto, puede ocurrir
que, aunque los vectores de dos espacios lineales dados sean comple-
tamente distintos por su naturaleza, estos dos espacios no se distin-
gan en nada desde el punto de vista de las propiedades de las opera-
ciones. La definicion exacta es:

Dos espacios lineales reales V y V' se llaman isomorfos, si entre
los vectores de los mismos se ha establecido una correspondencia
biunivoca —de modo que a cada veclor @ de V se asocia un vec-
tor @' de V', llamado imagen del vector @, leniendo que tener dife-
rentes vectores de V' diferenles imigenes y teniendo que ser cada
vector de V' la imagen de cierto vector de V— y si en esta corres-
pondencia, la imagen de la suma de dos vectores es la suma de
las imagenes de los mismos

(a--b) =a > b, (2)

y la imagen del producto de un veetor por un nimero es el producto
de la imagen de este veclor por este mismo namero,

(a) = aa’. (3)

Sefialemos, que la correspondencia biunivoca entre los espacios V
y V' que satisface a las condiciones (2) y (3), se llama correspon-
dencia de isomorfismo.

Asi, pues, el espacio de los vectores-segmentlos en el plano, que
parten del origen de coordenadas, es isomorfo al espacio veclorial
de dos dimensiones formado por pares ordenados de niimeros reales:
se obtiene una correspondencia de isomorfismo enlre estos espacios,
si en el plano se fija un sistema de coordenadas y a cada veclor-seg-
mento se asocia el par ordenado de sus coordenadas,

Demostremos la signiente propiedad del isomorfismo de los espa-
cios lineales:

en una correspondencia de isomorfismo entre los espacios V oy V',
la imagen del cero del espacio V oes el cero del espacio V',

Ein efecto, sea @ un vector de V y sea @’ su imagen en V', Enton-
ces, en virtud de (2),

a' =f(a-| 0 --a L0,

es decir, 0" es el cero del espacio V'

§ 30. Espacios de dimensiones finitas. Bases

Como [licilmente puede comprobar el lector, las dos defini-
ciones de dependencia lineal de los vecloves-filas que se hicieron
en el § Y, asi como la demostracion de su equivalencia, empleaban
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solamente las operaciones con los vectores y, por lo tanlo, se pueden
generalizar para el caso de espacios lineales cualesquiera. Por esta
razon, en los espacios lineales definidos axiomdlicamente se puede
hablar de sistemas de vectores linealmente independientes, de sis-
temas lincalmente independienles miximales (en caso de que exis-
tiesen), ete.

Si los espacios lineales V y V' son isomorfos, entonces un sistema

de veclores ay, tty, . . ., a de V es linealmente dependiente si, y solo

si, es linealmente dependiente el sistema de sus imdgenes ay, ay, . . .
s A

vy oen VL

Obsérvese, que si la correspondencia @ — a’ (para todos los a
de V) es una correspondencia de isomorfismo entre V' y V', enton-
ces la correspondencia inversa @’ —> @ también es de isomorfismo.
Por esto, es suliciente examinar el caso en que el sislema ay,
as, ..., a; sea linealmente dependiente. Supongamos que existen
Unos NUMeros oy, ta, . . ., oy No simultineamente iguales a cero,
tales que

Ottty - gty - o - b oy =0,

Como ya sabemos, la imagen del segundo miembro de esta igualdad
en el isomorfismo considerado es el cero 0’ del espacio V. Tomando la
imagen del primer miembro y aplicando unas cuanlas veces (2)
y (3), se obtiene:

o)+ Gay+ . . . A apay =07,

o sea, el sistema aj, @}, ..., aj resulta también linealmente depen-
diente,

Espacios de dimensiones finitas. Se dice que un espacio lineal ¥V
es de dimensién finita, si se puede hallar en él un sistema finito de
vectores linealmente independiente maximal; cualquier sistema tal
de vectores se denominara base del espacio V.

Un espacio lineal de dimensién finita puede poseer muchas bases
diversas. Asi, en el espacio de vectores-segmentos en el plano, cual-
quier par de vectores, diferentes de cero y no situados en una recta,
forma una base. Obsérvese, que nuestra definicién de espacio de di-
mensién finita no responde a la pregunta si pueden existir o no en
este espacio bases, compuestas de diferente niimero de vectores.
Incluso, se podria suponer que en algunos espacios de dimensién
finita existan bases con un nimero arbitrariamente grande de vecto-
res. Ahora aclararemos la situacion real existente.

Supongamos que el espacio lineal V posee una base

€1y €3, « ooy €my (1)

compuesta de n vectores. Si a es un vector arbitrario de V, como (1)
es un sistema linealmente independiente maximal, a se exprese



& 30. Espacios de dimensiones finttas. Bases 193

linealmente mediante esle sistema:
& = Clyey - Oalsy .o . - Oy, (2)

Por otra parte, como el sistema (1) es lincalmente independiente,
la expresion (2) del vector a es tnica:

b1
_ a=oje,+ eyt ...+ ey,
se ticne
(ai'_"a;) ey (e — ) ex+ . .. - (G —ttp)en =0,
de donde
oy = Obi, b= 2y iy

Por lo tanto, al vector a le corresponde univocamente la fila
(f&], Ly v e vy arx) {3)

de los coeficienles de su expresion (2) mediante la base (1) o, como
vamos a decir, la fila de sus coordenadas en la base (1). Reciproca-
mente, toda fila de la forma (3), o sea, todo vector de n dimensiones
en el sentido del cap. 2, es una fila de coordenadas en la base (1) para
cierlo vector del espacio 1V, precisamente para el vector que se expre-
sa en la forma (2) mediante la base (1).

Por consiguiente, hemos obtenido una correspondencia biunivoca
entre todos los vectores del espacio V y todos los vectores del espacio
vectorial de [ilas de n dimensiones. Demostremos que esta correspon-
dencia que, naturalmente, depende de la eleccion de la base (1),
es una correspondencia de isomorfismo.

Tomemos también en el espacio V, ademds del veclor a, que se
expresa mediante la base (1) en la forma (2), un vector b, cuya expre-
sion mediante la base (1) sea

b= Pey - Poea + . oo -+ Putn.
Entonces
a+b = (ot -+ By) ey + (2 i) ea-i- « o o =+ (&n -+ fn) €n,
es decir, a la suma de los vectores a y b le corresponde la suma de las
filas de sus coordenadas en la base (1). Por otra parle,

va = {yay) e - (vota) €2+ o oo + (YorR) ny

o sea, al producto de un vector a por un niimero y le corresponde el
producto de la fila de sus coordenadas en la base (1) por este mismo
nrimere Y.

Con esto, queda demostrado el teorema siguiente:

Todo espacio lineal gue posee una base de n vectores es isomorfo
a un espacio veclorial de filas de n dimensiones.

Como ya sabemos, en una correspondencia de isomorfismo entre
los espacios lineales, a un sistema de veclores linealmente depen-

13—252
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diente le corresponde olro sistema linealmente dependiente, y vice-
versa; por lo tanto, a un sistema linealmente independiente le corres-
ponde otro sistema linealmente independiente. De aqui se deduce
que en una correspondencia de isomorfismo, a la base le correspon-
de una base,

fin efecto, supongamos que en una correspondencia de isomorfis-
mo entre los espacios V' y V', a la base e, €2, . . ., e, del espacio V
le corresponde el sistema de vectores e;, e, . .., ¢, del espacio V'
gue, aungue =ea linealmente independiente, no es maximal. Por
cunbiguientc en V' se puede hallar un veetor f* tal, que el sistema de
vectores e, €5, .. ., €n, [ Se mantenga lmealmentc uu]ependlente.
Sin embargo, en el isomorlismo considerado, el vector [ es la ima-
gen de cierto vector f de V. Resulta, entonces, que el sistema de vee-
tores ey, €s, ..., £n, f tiene gue ser linealmente independiente, lo
que contradice a la definicion de la base.

Ya sabemos, que en el espacio veclorial de filas de » dimensiones
(véasze § V), todos los sistemas linealmente independientes maximales
constan de n vectores, que cualquier sistema de 7 - 1 veclores es
linealmente dependiente y que cualquier sistema de vectores lineal-
mente independiente esta contenido en un sistema linealmente inde-
pendiente maximal. Aplicando las propiedades de las corresponden-
ciag de isomorfismo, establecidas anteriormente, llegamos a los
resultados signiontes.

Todas las bases de un espacio lineal V de dimension finita constan
de un mismo nilmero de veelores, Si esle niimero es igual a n, V se
Hama espacio lineal de n dimensiones y el niimero n, dimensidin de este
espacio,

Todo sistema de n -~ 1 vectores de un espacio lineal de n dimen-
siones es linealmente dependiente.

Todo sistema de vectores linealmente independiente de un espacio
lineal de n dimensiones estd contenido en una base de este espacio.

Ahora, es facil comprobar que los ejemplos de espacios lineales
reales indicados anteriormente, el espacio de sucesiones y el espacio
de funciones, no son espacios de dimension finita, pues, en cada uno
de ellos el lector hallard sin dificultad sistemas linealmente indepen-
dientes que constan de un nimero de vectores arbitrariamente
grande.

Relacién entre las bases. El objetivo de nuestro estudio son los
espacios lineales de dimensidn finita. Se entiende que al estudiar los
espacios lineales de n dimensiones, se estudia realmente, el espacio
vectorial de filas de n dimensiones que se introdujo en el cap. 2.
Sin embargo, en esle espacio se habia elegido antes una base,
en la que todos los vectores del espacio se determinaban por las
filas de sus coordenadas; precisamente la base compuesta por los
vectores unitarios, o sea, por los vectores que tienen una coordenada
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igual a la unidad y todas las demds iguales a cero; ahora, todas las
bases del espacio son para nosotros equivalentes.
Veamos la cantidad de bases que se pueden hallar en el espacio
lineal de n dimensiones y cdmo estan ligadas estas bases entre si.
Supongamos que en el espacio lineal V de n dimensiones se han
dado las bases
€y €2y ..., 8 (4)
¥ .
By 80 aneey € )]
Cada vector de la base (3), del mismo modo que cada vector del espa-
cio V, se expresa univocamente mediante la base (4),
T
8;=_E’ Tij€ s S R T 1 (B)
i=
La matriz

cuyas filas son filas de las coordenadas de los vectores (5) en I:
base (4), se denomina matriz de cambio de la base (4) por la base (5).

En virtud de (6), la relacion entre las bases (4) y (5) y la matriz
de cambio I' se puede expresar en forma de una igualdad matricial:

£y I Ty Tya o .. Ty ey ]
e, e
> Tag T2 -« Vo 5
. -1 ™
L én ltnl Tas <.« Tan J e,
o, en la forma:
e’ =Te.

donde con e y €', se han designado, respectivamente, las bases (4)
y (5) escritas en columna.
Por olra parte, si 7’ es la matriz de cambio de la base (5)
por la base (4), se tiene
e=T%"
De aqui
e=(T"T)e,
e =(IT"e',
son linealmente independientes, resulta
ri\iT —y ?\r ’ = E'

')

y, como las bases ¢ y ¢

de donde
/Y i
13*
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Con esto, queda demostrado que fla matriz de cambio de una base
por otra es sivmpre wna matriz no degenerada,

Toda matriz cuadrada no degenerada de orden n con elementos
reales es la matriz de cambio de una base dada del espacio lineal real
de n dimensiones por otra base.

En efecto, supongamos dada la base (4) y la matriz 7', de orden
n, no degenerada. Tomemos por (5) el sistema de vectores, para los
que las filas de la matriz T son filas de coordenadas en la base (4);
por consiguiente, se cumple la igualdad (7). Los vectores (5) son
linealmente independientes, pueste gue la dependencia lineal entre
ellos daria lugar a la dependencia lincal de las filas de la matriz T,
lo cual es absurdo, pues 7 no es degenerada. En consecuencia, el
sistema (), siendo linealmente independiente y constando de n vec-
tores, es una base de nuestro espacio y la matriz 7 es la matriz de
cambio de la base (4) por la base (5).

Vemos, pues, que en el espacio lineal de n dimensiones se pueden
hallar tantas bases diversas, cuanlas matrices cuadradas diversas
no degeneradas de orden n existan. Claro gue, en este caso, dos bases
que consten de los mismos vectores, pero escritos en orden diverso,
se consideran diferentes,

Transformacién de las coordenadas de un veetor. Supongamos que
en el espacio lineal de n dimensiones se han dado las bases (4) y (b)
con la matriz de cambio T = (1),

e' =Te.
Hallemos la relacion existente entre las filas de coordenadas de un

vector arbitrario @ en estas bases.
Supongamos que

2= L8y (8)
=1
n
4 .
a—= Liej.
i=1

Aplicando (6), resulta:

‘.‘ n r! n
a= 2 oa‘i(_z T:;e;): » ( » a;ru)e;.
] j=i jm=1 \i=1

{=

Comparando con (8) y aplicando la unicidad de la expresion de un
vector mediante la base, se obtiene:

n
0‘:={Z! CLiTig, J=1,2, ..., n
o sea, se cumple la igualdad matricial:
(ah Oy wney an) =(a;| ﬂ;, ey tx‘;l) T.
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Por lo tanto, la fila de coordenadas de un vector a en la base e es
igual a la fila de coordenadas de este vector en la base ¢’ , multiplicada
a la derecha por la matriz de cambio de la base e por la base e'.

Naturalmente, de aqui se deduce la igualdad

(o], g <o oy Gn) = (G4, Gy ooy o) T7L
Ejemplo. Examinemos el espacio lineal real de tres dimensiones con la base

€y €2, €3. (9)
Los veclores

ey =Dey—eq — 2eg,
&5 ==2e, |- 3e,, (10)
e3= —2ey-t-ea--ey

también forman una base en este espacio, siendo

b —1 —2
r:( 2 3 0).
—2 1 A1

la matriz de cambio de (9) por (10); de donde

3 —1 i
T—1=(-—-2 1 —4 )
8 —3 17

a=e;+heg—eg

Por esto, el veclor

tiene en Ia base (10} la fila de coordenadas

3 —1 6
{eeg, oz, o) =(1, 4, — 1}(—2 1 —4 )'—(—13, 6, —27),
8 —3 17,
o sea,
a == —13e; - Geg— 27e;.

§ 31. Transformaciones lineales

Ya nos encontramos en el cap. 3 con el concepto de transforma-
cion lineal de las indeterminadas. El concepto que se va a introducir
ahora lleva el mismo nombre, pero tiene diferente caricter. Ahora
bien, se pueden indicar ciertas relaciones entre estos dos conceplos
homdnimos.

Sea dado un espacio lineal real de rn dimensiones, que lo designa-
remos con V,. Examinemos una trarsformacién de este espacio,
o0 sea, una correspondencia que asocia a cada vector a del espacio Vi,
cierto vector @’ de este mismo espacio. El vector a’ se llama imagen
del vector @ en la transformacion considerada.

Si la transformacién se designa con @, convendremos en designar
la imagen del veclor @ con aq y no con ¢ (a) o pa, como es usual para
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el lector. Por lo tanto
a' = ag.

Una transformacién ¢ del espacio lineal V, se denomina trans-
formacion lineal de este espacio, si ésta transforma la suma de dos
vectores cualesquiera @, b en la suma de las imdgenes de estos vec-
tores,

(@ by ¢ = ag + by, (1)

y el producto de cualquier vector @ por cualquier niimero ¢, en el pro-
ducto de la imagen del vector a por este mismo nimero e,

(za) ¢ = o (ag). (2)
De esta definicion resulta inmediatamente que la transformacidn
lineal del espacio lineal transforma cualquier combinacion lineal de

los vectores dados a,, as, .. ., ay en la combinacién lineal (con los
mismos coeficientes) de las imdgenes de estos vectores:

(@qay - etoty = . .o - cpay) @ = oty (@49) - g (@pq) + .+« o + ag (@rp). (3)

Demostremos la siguiente alirmacidn:
Para cualquier transformacion lineal ¢ del espacio lineal V,,
el vector nulo 0 se mantiene inmdévil,

0 =0,

y la imagen del vector opuesto al veclor dadoe a, es el vector opuesto
a la imagen del vector a,

(—a)p= —armp.
En efecto, si b es un vector arbitrario, en virtud de (2), se tiene
0q:=(0-b)lp=0-(blp)=0.
Por otra parte,
(—a)yp=[(—1)alp=(—1)(ap) = —aq.

El concepto de transformacion lineal de un espacio lineal surgid
como una generalizacion .de la transformacién afin del plano o del
espacio de tres dimensiones, tratada en el curso de geometria anali-
tica; en efecto, las condiciones (1) y (2) para las transformaciones
afines se cumplen. Estas condiciones también se cumplen para las
proyecciones de los vectores en el plano o para las proyecciones so-
bre una recta (o sobre un plano) en el espacio de tres dimensiones. Por
lo tanto, en el espacio lineal de dos dimensiones, de veclores-
segmentos que parten del origen de coordenadas en el plano, la trans-
formaciéon de cualquier vector en su proyeccidon sobre un eje que pase
por el origen de coordenadas, es una transformacion lineal,
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Son ejemplos de transformaciones lineales en un espacio arbitra-
rio V,, la transformacién idéntica &, que mantiene a cada vector a
en su sitio,

: aE —a,

y la transformacién nula w, que transforma cualquier vector a en
¢l vector nulo,
aw=0.

Estudiemos ahora todas las transformaciones lineales del
espacio V,. Sea

5 Bay e (4)

una base de este espacio; igual que antes, la base (4), colocada en
columna, se designard con e. Como cualquier vector a del espacio V,
se representa univocamente en forma de una combinacién lineal de
los vectores de la base (4), la imagen del vector a, en virtud de (3),
se expresa mediante las imdgenes de los vectores (4) con los mismos
coeficientes. En otras palabras, toda transformacion lineal ¢ del
espacio V, se determina univocamente por las imdgenes e\, e.¢, . . .
.- enp de todos los vectores de una base (4) fijada.
Cualquiera que sea el sistema de n vectores ordenados

L Cii ':2.11 sssy Oy (5)

del espacio V,, existe una transformacién lineal de este espacio y
sélo una, tal que el sistema (5) es el sistema de imdgenes de los vectores
de la base (4) en esta transformacion,

ey = ey, i=1,2, suops (6)

La unicidad de la transformacién ¢ se demostré anteriormente
y s0lo queda por demostrar su existencia. Determinemos una trans-
formacion ¢ del modo siguiente: si & es un vector arbitrario del
espacio ¥y

n
a= > oe
i=1
es su expresién en la base (4), supondremos que
n
ag = > e (7)
i=1
Demostremos que esta frunsformacién es lineal. Si

L
b= 2 fies

i=]
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es cualquier otro vector del espacio, se tiene
(a-+byg = ];J1 (o - Biei| 9 = Xt (ot +Pi) e

n L
bl I ) |
= l o - ) Bici = ayp - by
1=1 §=1
Si y es un nfimero cualquiera, entonces

'.i " "
(va)yp = ]21 (vas) ey @ = }..: (ya)er =7 X awe =7 (ag).
i= i= i=1

En lo que se refiere a la igualdad (6), ésta se cumple debido a la
deflinicion (7) de la transformacion ¢, puesto que todas la coordenadas
del vector ¢; en la base (4) son iguales a cero, excepto la i-ésima coor-
denada, que es igual a la unidad.

Por consiguiente, hemos establecido una correspondencia biuni-
voca entre todas las transformaciones del espacio lineal V,, y todos los
sistemas ordenados (5) formados por n veclores de este espacio.

Sin embargo, todo vector ¢; posee una determinada expresion
en la base (4),

n
c; ':;2’: cigey,  i=1, 2, ..., n. (8)
Con las coordenadas del vector ¢; en la base (4) se puede formar
una malriz cuadrada

A= (@) 9

tomando por i-ésima fila la fila de coordenadas del veclor ¢;, i =
=1, 2, ..., n. Como e} sistema (b) es arbitrario, la matriz A
serd una matriz cuadrada arbitraria de orden n con elementos reales.

Por lo tanto, resulta una correspondencia biunivoca enire todas
las transformaciones lineales del espacio V, y todas las malrices cua-
dradas de orden n; por supuesto, esta correspondencia depende de la
eleccion de la base (4).

Se dice que la matriz A determina la transformacion lineal @
en la base (4), o, abreviadamente, que A es la matriz de la transfor-
macién lineal ¢ en la base (4). Si designamos con eq la columna for-
mada por las imagenes de los vectores de la base (4), entonces, de
(6), (8) v (9) se deduce la siguiente igualdad maltricial, que describe
totalmente la relacion existente entre la transformacion lineal e,
la base e y la matriz 4 que determina esta transformacion lineal en
esta base:

e = Ae. (10)

He aqui cé6mo se hallan las coordenadas de la imagen ag del
vector a en la base (4), conociendo las coordenadas del mismo vector
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a en la'misma base y la matriz A de la transformacién lineal @. Si

n
a= _21 i€,
e
se tiene

n
mp=i2]' o (1),

=1
lo que es equivalente a la igualdad matricial
ag = (aty, Gz - . -y Ca) (€G).

Aplicando (10) y teniendo en cuenta que la multiplicacién de las
matrices es asociativa también cuando una de las matrices es una
columna formada por vectores {lo cual ficilmente se comprueba),
resulta:

ag = I(ah Doy +a e G(-,,}AIE-

De aqui se deduce que la fila de coordenadas del vector ap es igual
a la fila de coordenadas del vecter a, multiplicada « la derecha por
la matriz A de la transformacién lineal, todo efectuado en la base (4).

Ejemplo. Supongamos que en la base ey, ez, &3 del espacio lineal de tres
dimensiones, la transformacion lineal =¢ da mediante la matriz

—2 1 ¢
A=( 1 3 2],
0 —4 1

Si
@ = Dey |- ea—2eg,
entonces
—2 1 0
{9, 1, —-'J.)( 1 3 2)=(-—9. 16, Oy,
0 —4 1
0 s5ed,

ap— —8e; - 16ea.

Relacion entre las matrices de una transformacion lineal en diver-
sas bases. Naturalmente, la matriz que determina la transformacion
lineal depende de la eleccion de la base. Hallemos la relaciéon entre
las matrices que determinan una misma transformaeién lineal pero
en bases diferentes.

Sean dadas las bases e ¥ ¢’ con la matriz de cambio 7,

e =Te, (11}
vy supongamos que la transformacion lineal ¢ se delermina en estas
bases por las matrices A y A’, respectivamenle,

egp=2Ae, e¢q¢=A¢. (12)
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En virtud de (11), la segunda de las igualdades (12) da lugar a la
igualdad

(Te) g = A" (Te).
Pero

Teyw="T (eq).

Iin cfeclo, Si (Tipy Tigy «-es Tip) €8 la i-ésima fila de la
matriz 7', se ticne

(Tiser =+ Tizea -+« - o Tin€n) § = Tig (€49) = Tin (€20) + - - « = Tin (€n)-
Por lo tanto, en virtud de (12),
(Teyg=T{eq)=T(de)=(TA4)e,
A (Te)y=(A'T)e,

o sea,

(TA) £== (xt’f.j [

Si al menos para un i, 1 < i < n, la i-ésima fila de la matriz T4
fuese diferente de la i-ésima fila de la matriz A'T, entonces dos
distintas combinaciones lineales de los veclores ey, €2, ..., €,
resultarian iguales entre si, lo cual es absurdo, puesto que la base
e es linealmente independiente. Por lo tanto,

TA=A'T,
y como la matriz de cambio 7' no es degenerada, de aqui resulla
que
A =TATA, A=714'7T, (13)
Dos matrices, B y C, se llaman semejantes, si estin ligadas
por la igualdad
= ¢ 50,

donde @ es una matriz no degenerada. En este caso, se dice que la
matriz C es la transformada de la matriz B por la matriz (.

Por lo tanto, las igualdades (13) demostradas anteriormenle
se pueden enunciar en forma del siguiente importante teorema:

Las matrices que determinan una misma transformacién lineal
en diferentes bases, son semejantes entre si. Ademds, la matriz de la
transformacién lineal ¢ en la base e’ se obliene transformando la
matriz de esta transformacion en la base e por la matriz de cambio
de la base ¢’ a la base e.

Subrayemos que, si la matriz A4 determina la transfoermacion (p
en la base ¢, cualquier matriz B semejante a la matriz A,

B=Q40,

también determina la transformacion ¢ en cierta base, precisamente,
en la base que se obtiene de la base ¢ mediante la matriz de cambio Q1.
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Operaciones con las transformaciones lineales. Como ya se demos-
tré, asociando a cada transformacién lineal del espacio V,, su matriz
en una base fija, resulta una correspondencia biunivoca entre todas
las transformaciones lineales y todas las matrices cuadradas de
orden n. Es natural esperar que a las operaciones de adicién y multi-
plicaci6én de las matrices, y también a la multiplicacién de una matriz
por un nimero, les correspondan unas operaciones andlogas con las
transformaciones lineales.

Sean dadas en el espacio ¥, las transformaciones ¢ y . Llamemos
suma de estas transformaciones a la transtormacién ¢ -+ ¢, deter-
minada por la igualdad

a (@ P) = ap+ay; (14)
por consiguiente, ésta transforma cualquier vector ¢ en la suma de sus
imagenes en las transformaciones ¢ y .

La transformacién @ —+ 1§ es lineal. En efecto, para cualesquiera

vectores ¢ ¥ b y cualquier nimero «,

(@a+B (gt =(@+to-rlatb)p=
=agp+bptap-t+bp=a(e+P)+b(p-+p);
() (¢ -+ ) = (2a) ¢ + (xa) b= & (29) + o (@) =
= (o o)== fa (g 4+ ).

Por otra parte, llamemos producto de las transformaciones linea-
les ¢ y + a la transformacién qqp determinada por la igualdad

a (¢ ) = (aq) P, (15)

es decir, que se obtiene como resultado de la realizacidn sucesiva

de las transformaciones ¢ y 1.
La transformacién qp es lineal:

(o4 B) (pp) =1le +'b) @) ¥ = (ap + by) p=
=(aq) - (be)p = a () + b (¢p);
(ca) (p) = [(ca) @] P = [ ()] = ex [{aq) P} = & [a ().

Finalmente, llamemos producto de la transformacién lineal ¢ por
el niimero ®» a la transformacién »¢p determinada por la igualdad

a (ng) == (ag); (16)

de aqui que en la transformacién ¢ las imédgenes de todos los vectores
se multiplican por el nimero x.
La transformacidn x¢ es lineal:

(@ +b) () = x [{a + b) §1 = % (aqp + bg) =
= x (aq) + % (by) = @ (%) + b (29);
(cea) (ep) = [(220) ) = % [t (a)] = % [ % (a)] = [ ()]
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Supongamos que en la base ey, es, . . ., e,, las transformaciones ¢
¥ ¥ sc determinan por las malrices 4 = (o) ¥ B = {Piy), respecti-
vamernte,

e = Ae, e =Re.
Entonces, en virtud de (14),
“1 i ’11
f 1
elg 4 Py =emp e = 4\.1 aigey + -21 fiies = _Z'I {ouay +Buy) ens
= J= i=
o sed
e(g4 Py = (A Be.
Por lo lanto, la malriz de la suma de transformaciones lineales en
cualquier base es igual a la suma de lus malrices de estas transforma-

clones en esta misma base.
Por olra parte, en virtud de {15),

W

e () == (e p = ()g} @1181) b= ;;1 ajlenf) =

n n fi1 T.I
Al A Al
= OtsJ( ) ﬁjwn) = L1 (Z.I auﬁjh) Ens
¥

=1 =t P

0 sea,

e (q]” = (}{B} o

Iin otras palabras, o matriz del producio de transformaciones lneales
en cualquer base es igual al producto de las matrices de estas transfor-
maciones en la Mmisma base.

Finalmente, en virtud de (16},

T T
e (ng)=xlewg) == 2.' Chije; == }_‘Ii (netiz) e;,
i= =

0 sea,
e (ng) = (rdye.

Por consiguiente, {a matriz que determina en cierta base el producto
de la transformacién lineal ¢ por el niimero %, es igual al producio
de la matriz de la misma transformacion ¢ en esta base por el ni-
mere .

De los resultados obtenidos se deduce que las operaciones con
las transformaciones lineales poseen las mismas propiedades gue las
operaciones con las matrices. Asi, pues, la suma de iransformaciones
lineales es conmutativa y asociativa, y el producto es asociativo, aun-
que para n = 1 no es conmutativo. Para las transformaciones linea-
les existe la resta univoca. Obsérvese también que entre las trans-
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formaciones lineales, la transformacién idéntica & desemperia el papel
de la unidad, y la transformacién nulae o, el papel del cero. En efecto,
en cualguier base, la transformacion & se determina por la matriz
unidad, y la transformacién o, por la matriz nula,

§ 32. Subespacios lineales

Un subconjunto L del espacio lineal V se llama subespacio lineal
de esle espacio, si él mismo es un espacio lineal con respecto a las
operaciones de suma de vectores y de multiplicacion de un vector por
un niimero, determinadas en V. Asi, pues, en el espacio euclideo
de tres dimensiones, el conjunto de vectores que parten del origen
de coordenadas y que estin situados en un plano (o en una recta)
que pasa por el origen, es un subespacio lineal.

Para que un subconjunto no vacio L del espacio V sea un subes-
pacio lineal de éste, es suficiente que se cumplan las condiciones
siguientes:

1. Si los vectores a y b pertenecen a L, el vecltor a + b también
pertenece a L.

2. Si el vector a pertenece a L, el vector aa también pertenece a L
para cualquier valor del nimero co.

En efecto, en virtud de la condicién 2, el conjunto L contiene
el vector nulo, pues, si el vector a pertenece a L, el vector 0.a = 0
también pertenece a I.. Luego, junto con cada uno de sus veclores a,
¥ otra vez en virtud de la condicidén 2, el vector opuesto —a =
= (—1)-a también perlenece a L, por lo cual, debido a la condi-
cion 1, también pertenece a L la diferencia de dos veclores cuales-
quiera de L. En lo que se refiere a las demis condiciones incluidas
en la definicion del espacio lineal, cumpliéndose éstas en V, tam-
bién se cumplen en ZL.

Pueden servir de ejemplos de subespacios lineales del espacio V,
el mismo espacio V, asi como el conjunto compuesto del solo vector
nulo, denominado subespacio nulo. De mayor interés es el siguiente:
tomemos en el espacio V cualguier sistema finito de vectores

gy oy vy Gr {1)
¥ designemos con L el conjunto de todos los vectores que son combi-
naci6nes lineales de los vectores (1). Demostremos que L es un subes-
pacio lineal. En efecto, si

b=oas sy & ... opty, ¢ =Py Poas -+ ... | Pray,
se tiene
bte=(ay+F)ar+ (ot B az-F ...+ (cr - Br) ar,
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o sea, el vector b-+c¢ pertenece a L; también pertenece a L el
vector

vb = (ye) as - (yoe) @2+ - - - (v2r) 2

para cualquier nimero 7.

Suele decirse que este subespacio lineal L estd engendrado por
el sistema de vectores (1); en particular, los mismos vectores (1)
pertenecen a L.

Por cierto, todo subespacio lineal de un espacio lineal de dimensidn
finita se engendra por un sistema finito de vectores, ya que, si el subes-
pacio no es el nulo, posee incluso una base finita. La dimensién del
subespacio lineal L no es mayor que la dimensién n del mismo espacio
V., siendo igual a n solamente cuando L = V,. Evidentemente,
la dimensién del subespacio nulo se debe tomar igual a cero.

Para cualquier k, 0 << k << n, en el espacio V,, existen subespacios
lineales de dimension k; para esto, es suficiente considerar el subespacio
engendrado por cualquier sistema de & vectores linealmente indepen-
dientes.

Supongamos que en el espacio V se han dado los subespacios
lineales L, v L,. Como ficilmente se comprueba, el conjunto de
vectores L que pertenecen simultineamente a Ly y a L,, es un subes-
pacio lineal; éste se llama interseccion de los subespacios Ly y L.
Por otra parte, también es un subespacio lineal la suma L de los
subespacios L, y L», o sea, el conjunto de todos los vectores de V que
se representan en forma de una suma de dos vectores, uno de los

cuales pertenece a L, y el otro, a L. Sidy, dy, do ¥ d son las dimen-

siones respectivas de los subespacios Ly, L, Lo y L, se cumple la
igualdad:
d=dy+ds—dy, {2)
es decir, ta dimensién de la suma de dos subespacios es igual a la suma
de las dimensiones de estos subespacios menos la dimensién de su
interseccién.
Para la demostracién, se toma una base arbitraria

gy Qgy -+ oy Ady (3)
‘del subespacio L, y se completa hasta que se forme una base
@yy @ay - oy Qadgy bdu-H’ ey bdl (é)

del subespacio L,,’y hasta que se forme una base
Ay, oy « -y Gigy  Cdgyis » oo Cdg [5)

del subespacio L,. Aplicando la definicién del subespacio L, se
observa sin dificultad que éste se engendra por el sistema de
vectores .

@y Qay - oy Gdgy Ddgits ++ o1 Ddyy Cdogts = oy Cdgr (6)
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Por consiguiente, la férmula (2) quedara demostrada si se demuestra
que el sistema (6) es lincalmente independiente.
Supongamos que se cumple la igualdad

Oy - Oty - - -+ - 0dg@dy -~ Bagt 1Dag 41 + v o o A Payba,
- Vag-1€dot-t T -+ A+ Vag€ay =0
con ciertos coeficientes numéricos. Entonces,
d = a4y + 0tatn + - - . ~F Cagldy + Bag1bagrt -+« oo+ Baybay =
= — Vdgt-1Cdg+1 — - + - — YdaCaa- (7)

El primer miembro de esta igualdad pertenece a Ly, el segundo, a L,.
Por consiguiente, el vector d, que es igual tanto al primer miembro
como al segundo miembro de esta igualdad, pertenece a Ly, por lo
cual se expresa linealmente mediante la base (3). Sin embargo, el
segundo miembro de la igualdad (7) muestra que el vector ¢ también
se expresa linealmente mediante los vectores Cdgt1s - - - Cdy- Como
el sistema (5) es linealmente independiente, resulta gque todos los
coeficienles Vdgttr - - -1 Va, SON iguales a cero, es decir, d = 0, y por
lo tanto, como el sistema (4) es linealmente independiente, también
son iguales a cero todos los coeficientes oy, . . ., O s B“’n'-‘ b Podi
B“:' Con esto, queda demostrada la independencia lineal del siste-
ma (03).

Se recomienda al leclor comprobar que nuestra demostraciom es
vilida también para el caso en que el subespacio L, sea nulo, o sea,
dyp = 1.

Campo de valores y niicleo de una transformacién lineal. Supon-
gamos que en el espacio lineal V,, es dada una transformacion lineal q.
De las definiciones de subespacio lineal y de tranformacidn lineal
se deduce inmediatamente que si £, es un subespacio lineal cualquiera
del espacio V,, el conjunte Lg de las imdgenes de todos los vectores
de L en la transformacién ¢ también es un subespacio lineal; en
particular, el conjunto ¥V, ¢ de las imdgenes de todos los vectores
del espacio ¥, es también un subespacio lineal; este conjunto se
llama campo de valores de la translormacion .

Hallemos la dimension del campo de valores. Para esto, obsér-
vese que, como todas las matrices que determinan la transformacion o
en diferentes bases son semejantes entre si, todas ellas lienen un mismo
rango en virtud del dltimo teorema del § 14, Por consiguienle, este
ntmero puede recibir el nombre de rango de la transformacion
lineal @.

La dimensién del campo de valores de una transformacion lineal
¢ es fgual al rango de esta ultima.
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En electo, supongamos que & se delermina en la base e,
€2, . . .y €, por la matriz A. El subespacio V,p se engendra por los
veclores

L N (8)
vy, en particular, cualquier subsistema linealmente independiente,
maximal del gistema (8) serd base del subespacio V,¢. Pero, el maximo
nimero de vectores linealmente independientes del sistema (8) es
igual al miximo nimero de filas linealmente independientes de la
maltriz A, es decir, es igual al rango de esta matriz. 12] teorema queda
demostrado.

Ya sabemos que en una transformacion lineal ¢, el veclor nulo
se transfortna en si mismo. El conjunto &V (g} de lodos las vectores
del espacio V,, que se transforman en el vector nulo en la trans-
formacion p, no es, pues, vacio, y es, evidentemente, un subespacio
lineal. Este subespacio se denomina nifefeo de la transformacion ,
y su dimension lleva el nombre de defecio de la misma.

Para cualquier transformacion lineal ¢ del espacio V,, la suma
del rango y del defecto de la misma es igual a la dimension n de todo
el espacio.

En efecto, si r s el rango de la transformacién g, el subespacio
V.9 posee una base de r veclores

@y, gy ooy dr, ()]
IEn el espacio V, se pueden elegir tales vectores
by, bay ..., by, (10)

que
by = ay, t=1, 2y vuus 3

evidentemente, la eleccion de los vectores (10) ne es tinica. Si alguna
combinacién lineal no trivial de los vectores (10) se transformase
en cero y, en particular, si los vectores (10) fuesen linealmente depen-
dientes, los vectores (9) también resultarian linealmente dependientes,
en contra de la suposicion. Por esto, el subespacio lineal L engendrado
por los vectores (10), tiene la dimensién r, ¥ su interseccion con el
subespacio N (p) es igual a cero.

Por otra parte, la suma de los subespacios L y IV (g) coincide con
todo el espacio V,. En efecto, siendo ¢ cualquier vector del espacio,
el vector d = e pertenece, naturalmente, al subespacio V,¢. Enton-
ces, existe en el subespacio L un vector b tal que

b(p::d,'

el vector b se expresa mediante el sistema (10) con los mismos coefi-
cientes con que se expresa el vector d mediante la base (9). Por con-

siguiente
c=b+4(c—b).
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donde el vector ¢ —b pertenece al subespacio N (¢), puesto que
(c—b)g=cp—bp=d—d=0.

La afirmacion del teorema se deduce de los resultados obtenidos
y de la féormula (2).

Transformaciones lineales no degeneradas. Una transformacién
lineal ¢ del espacio lineal V, se llama no degenerada, si se satisface
cualguiera de las condiciones siguientes, cuya equivalencia es con-
secuencia inmediata de los teoremas demostrados anteriormente:

1. El rango de la transformacién ¢ es igual a n.

2. El campo de valores de la transformacién ¢ es todo el espacio V.

3. El defecto de la transformacién ¢ es igual a cero.

Para las transformaciones lineales no degeneradas se pueden dar
también muchas otras definiciones equivalentes a las sefialadas y,
en particular, las definiciones 4—6 que siguen.

4. Diferentes vectores del espacio V, tienen en la transformacién ¢
diferentes imdgenes.

En efecto, si la transformacién ¢ posee la propiedad 4, el nicleo
de esta transformacion consta solamente del vector nulo, o sea, se
cumple también la condicion 3. Si los vectores @ y & son tales que
a == b, pero ap = bp, se tiene a — b= 0, pero (a — &) ¢ = 0,
es decir, no se cumple la condicidon 3.

De 2 y 4 se deduce:

7. La transformacion @ es una correspondencia biunivoca del
espacio V, sobre todo este espacio.

De 5 se deduce que, para una transformacidn lineal @ no degene-
rada, existe la transformacion inverse ¢ que transforma cada vector
ag en el veclor a,

(ag) gt = a.
La transformacion 71 es lineal, puesto que
(ag -+ bq) o' =[{a D) gl ¢ T=a+b,
[o (ag)) ¢7* = [(za) @] o7 = aa.
De la definicidén de la transformacion ¢~1, se deduce que

gyt =glp=4g; (11)
las mismas igualdades (11) se pueden considerar como la definicion
de la transformacion inversa. De aqui y de los Gllimos resultados
del parrafo anterior, se deduce que si unra transformacion lineal ¢
no degenerada se determine en cierta base por la matriz A, que no es
degenerada en virtud de la propiedad 1, entonces la transformaciin
47! se determina en esta base por la matriz AL

Por lo tanto, llegamos a la siguiente definicion de transformacion
lineal no degenerada:

. Para la transiormacion ¢ existe la transformacion lineal
inversa ¢
15—252
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§ 33. Raices caracteristicas y valores propios

Sea A = (o;;) una matriz cuadrada de orden n con elementos
reales. Sea, por otra parte, A una indeterminada, Entonces la malriz
A-—1E, donde E es la matriz unidad de orden n, se llama matriz
caracteristica de Ia matriz A. Como en la diagonal principal de la
mairiz LE, figura &, siendo iguales a cero todos los demis elementos,
resulta

Qg —A Ty .o G
s Oy CLaa—dh . . . Olo
A—AE = L =
Cny g e c“'r:u_?*

11 determinante de la matriz 4-—-2E es un polinomio en X, de
orden n. En efecto, el producto de los elementos que figuran en |a
diagonal principal es un polinomio en A con el término superior
(—1)"A". Todos los demds términos del determinante no contienen
al menos dos de los elementos que figuran en la diagonal principal.
por lo que su grado respecto a A no es mayor que n — 2. Los coefi-
cientes de este polinomio se podrian hallar ficilmente. Asi, pues.
el coeficiente de A" es ignal a (—1)" M (etyy -+ oz -+ . . . A &y,
vy el término independiente coincide con el determinante de la
matriz A.

El polinomio de n-ésimo grado | A — LE | se llama polinomio
caracteristico de la matriz A, y sus raices, que pueden ser tanto reales
como imaginarias, se llaman raices caracteristicas de la misma.

Las matrices semejantes poseen iguales polinomios caracteristicos
y, por consiguiente, iguales raices caracteristicas,

En efecto, supongamos que

B =@ AQ.
Entonces, teniendo en cuenta que la matriz AE es conmutable con
la matriz Q@ y que |Q|=|Q|?, resulta:
|B—AE|=|QAQ —AE | = | Q' (A—LE)Q| =
= Q| A—AE[-| @[~ 4 —ME],
que es lo que se queria demostrar.

En virtud del tegrema demgstrade en el § 31 sobre la relacion
entre las matrices que determinan una transformacién lineal en
diferentes bases, se deduce que a pesar de que la transformaciin
lineal ¢ se puede determinar por diferentes matrices en bases diversas.
sin embargo, estas matrices tienen un mismo conjunto de raices carac-
teristicas. Por consiguiente, estas raices se pueden llamar raices
caracteristicas de la misma transformacion ¢. Todo el conjunto de
estas raices caracteristicas, tomando cada raiz con el mismo orden
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de multiplicidad que tiene en el polinomio caracteristico, se llama
espectro de la transformacién lineal g.

Las raices caracteristicas desempeiian un gran papel en el estudio
de las transformaciones lineales. El lector tendrd muchas oportu-
nidades para convencerse de esto. Por ahora, indicaremos una de las
aplicaciones de las raices caracteristicas.

Supongamos que en el espacio lineal real ¥, se ha dado una trans-
formacion lineal ¢. Si en este caso el vector b, diferente de cero,
se transforma en otro que es proporcional al mismo vector b,

b5 = Aob, (1)
donde A, es cierto nimero real, el vector b se llama vector propio
de la transformaciéon ¢ y el niimero A,, valor propio de la misma;
ademads, se dice gue el vector propio b corresponde al valor propio Ag.

Obsérvese que como b == 0, el numero A, que satisface a la con-
dicién (1) se determina para el vector & univocamente. Subrayemos
Iuego que el vector nulo no se considera vector propio de la transforma-
cion @, a pesar de que satisface a la condicién (1) para cual-
quier Ag.

La rotacién del plano euclideo alrededor del origen de coorde-
nadas, en un angulo que no sea multiplo de nt es un ejemplo de trans-
formacidn lineal que carece de vectores propios. Otro ejemplo de caso
extremo es la dilatacidn del plano; agui todos los vectores que parten
del origen de coordenadas se alargan, aumentando de longitud por
ejemplo, cinco veces. Para esta transformacién lineal, son propios
todos los vectores no nulos del plano; todos ellos corresponden al
valor propio 5.

Las raices caracteristicas reales de la transformacion lineal g,
{si es que éstas existen), y silo éstas, son valores propios de la misma.

En efecto, supongamos que en la base ¢y, €., . . ., ¢,, la trans-
formacion g tiene la matriz A = (&;;) y sea

n
b= E Bie:
ie=1

un vector propio de la transformacion e,

bip = hyb.
Como se ha demostrado en el § 31,
bp={(P1r Bar - - ., Ba) Al e (3)

Las igualdades (2} y {3) dan lugar al sistema de igualdades
Biotse 4 Battas + « o 1 Pty = hofly
i e g
Brctin 4 Pattan 1 -+ - A Pa%en —= hofin-
14%
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Como b==0, no todos los nimeros By, Bs, ..., Ba son iguales a
cerp. For lo tanlo, en virtud de (%), el sistema de ecuaciones
lineales homogéneas

(orpg— Ao g + Gty + L o Oyt =0,
S L T I P Q)
CLynTy a'.’.na"’ * ‘ll {ahn e ;\‘ﬂ) T = 0

gy —hoy oy, 257}
Sy, oo Ao LN —0 (6}
‘ Ayn oy cer Bag—lg
Transponiendo, resulta
tA—2%E[=0, ™

o sea, el valor propio A, es, en efecto, raiz caracteristica de la matriz 4
¥y, por consiguiente, de la transformacion @; naturalmente, éste
es real.

Reciprocamente, supongamos que %, es una raiz caracteristica
real cualquiera de la transformaciéon ¢ y, por consiguiente, de la
matriz A. Entonces, se cumple la igualdad (7) v, por lo tanto,
también la igualdad (G) obtenida de la (7) por transposicién. De aqui
se deduce que el sistema de ecuaciones lineales homogéneas (5)
posee solucién no nula, e incluso real, puesto que todos los coefi-
cientes de este sistema son reales. indicando esta solucion mediante

(Bse P o By (8)

ge verifican las ignaldades (4). Designemos con b el vector del aapa-
cio ¥, que tiene la fila de coordenadas (8] en la base e, e, . . .,
esté claro que b=~ 0. Entonces, se verifica la igualdad (3), y de (4)

¥ (3) se deduce (2). Por lo tanto, resulta que b es un vector propio
da la transformacion @, correspondiente al valor propio A,. El teo-
rema queda demostrado.

Obsérvese que si se examinase un espacio lineal complejo, no
habria necesidad de que la raiz caracteristica fuese real, o sea,
quedaria demostrado el teorema siguiente: las raices caracteristicas
de una transformacién lineal del espacio lineal complejo, y sélo ellas,
son valores propios de este transformaciérn, De aqui se deduce que
toda transformacién lineal posee veclores propios en el espacio lineal
complefa.
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Volviendo al caso real considerado, seiialemos que el conjunto
de los vectores propios de la transformacién lineal ¢ que correspon-
den al valor propio Ay, coincide con el conjunto de soluciones reales
no nulas del sistema de ecuaciones lineales homogéneas (5). De aqui
se deduce que el conjunto de vectores propios de la transformacion
lineal wp, correspondientes al valor propio k., después de agregarle el
vector nulo, es un subespacio lineal del espacio V,. En efecto, de lo
demostrado en el § 12 se deduce que el conjunto de las soluciones
(reales) de cualquier sislema de ecuaciones lineales homogéneas con n
incégnitas es un subespacio lineal del espacio V.

Transformaciones lineales con espectro simple. En muchos casos
se necesila saber si una transformacion lineal dada ¢ puede tener
en cierta base una matriz diagonal. En realidad, no cualquier trans-
formacién lineal se puede determinar por una matriz diagonal.
En el § 61 se indicaran las condiciones necesarias y suficientes para
eslo; ahora queremos exponer una condicidén suficiente.

Demostremos primero las siguientes proposiciones auxiliares:

Una transformacién lineal o se determina en la base ey, e, . . ., €,
por una matriz diagonal cuando, y sélo cuando, todos los vectores de
esta base son vectores propios de la transformacion .

En efecto, la igualdad

eip = ey

equivale a que en la i-ésima fila de la matriz que determina Ia trans-
formacion lineal en la base indicada, sean iguales a cero todos los
elementos que estén fuera de la diagonal principal, ¥ que en Ia
diagonal principal (o sea, en el i-ésimo lugar) figure el nimero A,.

Los vectores prapios by, by, . .., by de la transformacion lineal
que corresponden a diferentes valores propios, forman un sistema lineal-
mente independiente.

Demostraremos esta afirmacion por el mélodo de induccién so-
bre k&, puesto que para & — 1 se cumple: un vector propio, diferen-
te de cero, forma un sistema linealmente independiente. Suponga-
mos que

b;ip:?kgbg. i='l, 2, ...,/t‘,

donde
A== hy para i=~j.
Si existiese una dependencia lineal
G'.;bl-!—azbz"i- v cr.kbk.-:[i. (9]
donde, por ejemplo, a,==0, entonces aplicando a ambos miembros
de la igualdad (9) la transformacion ¢, obtendriamos
haby - cohabs - . L aphaly =0,



214 Cap. VII. Espacios lineales

Restando de agui la igualdad (9) mulliplicada por J,, resultaria
oy (A=) by +otp (b — ) by o - o (g — Ag) bay =0,

lo que da una dependencia lineal no trivial entre los vectores
by, bay - - ., bpy, pues ey (A, — Ay) 5= 0.

Se dice que una transformacién lineal ¢ del espacio lineal real
¥, tiene un espectro simple, si lodas sus raices caracteristicas son
reales y distintas. Por consiguiente, la transformaciéon ¢ tiene n
valores propios distintos, de aqui que, en virtud del teorema demos-
trado, en el espacio V,, existe una base compuesta de vectores propios
de esta transformacién. Por lo tanto, toda transformacién lineal con
espectro simple puede determinarse por una matriz diagonal.

Pasando de la transformacién lineal a las matrices que la deter-
minan, obtenemos el resultado siguiente:

Toda matriz cuyas raices caracteristicas son reales y distintas, es
semejante a una matriz diagonal o, como suele decirse, se reduce a la
forma diagonal.



CAPITULO vII

ESPACIOS EUCLIDEOS

§ 34. Definicién del espacio euclideo. Bases ortonormales

El concepto de espacio lineal de n dimensiones no generaliza
en gran medida el concepto de plano euclideo o de espacio euclideo
de tres dimensiones, pues, en el caso de » dimensiones, para n > 3
no estd definida ni la longitud de un vector, ni el dngulo entre los
vectores, resultando imposible el desarrollo de la rica teoria geo-
métrica, que conoce bien el lector para n = 2 y n = 3. Sin embargo
la situacién tiene salida del modo siguiente.

Por el curso de geometria analitica se sabe que en el plano y en
el espacio de tres dimensiones se puede introducir el concepto de
producto escalar de vectores. Este se define mediante la longitud de
los vectores y el dngulo formado por ellos. No obstante, resulta que la
longitud del vector y el dngulo formado por los vectores se pueden
expresar a su vez mediante los productos escalares. Por esto, defi-
niremos axiométicamente el producto escalar en cualguier espacio
lineal de n dimensiones mediante algunas propiedades bien conoci-
das del producto escalar de vectores en el plano o en el espacio de
tres dimensiones, Ademds, teniendo en cuenta los objelivos inmedia-
tos, debido a los cuales fue introducido este apartado en el curso de
algebra superior, aqui no se dard la definicion de longitud de un vector
y de dngulo entre los vectores. Al lector que le interese la construc-
cion de la geometria en el espacio de n dimensiones le recomendamos
que consulte literatura mas especializada; en primer lugar, la del
algebra lineal.

En este capitulo, a excepcién del final del presente pérrafo,
se examinan siempre los espacios lineales reales.

Diremos que en el espacio lineal real V,, de » dimensiones esta
definide el producto escalar, si a cada par de vecltores a, b se ha puesto
en correspondencia un namero real, designade por la notacién (a, b)
.y denominado producto escalar de los vectores a y b, cumpliéndose
las condiciones siguientes (aqui, @, b, ¢ son vectores arbitrarios del
espacio V,, @ es un nimero real cualquiera):

I. (1, BY=—= (b, a).
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II. (a+b, €)= (a, )+ (b ).
111, (va, b) = o (a, b).

IV. Si a=£0, el cuadrado escalar del vector a es estrictamente
positivo,
(@, a)=0.

De III, para «-==0 se deduce la igualdad
(0, by=0, ()

o sea, el producto escalar del vector nulo por cualguier veclor b es igual
a cero; en particular, es igual a cero el cuadrado escalar del veclor
nulo.

De II y III, se obliene inmediatamente la siguiente férmula
para el producto escalar de las combinaciones lineales de dos sistemas
de vectores:

[
i

R 1
(g’i oa;, jé Bsbs) = g. aifsy (@i ). 2)

Si en el espacio lineal de » dimensiones esta definido el producto
escalar, éste se llama espacio cuclideo de n dimensiones.

Para cualgquier n, se puede definir el producto escalar en el espacio
lineal V, de n dimensiones, o sea, este espacio se puede convertir en
euclideo.

Lin efecto, tomemos en el espacio V,, cualquier base ey, €5, . . ., ¢,
Si

N
L T
al 1
a= > ajer, b= D) fes,
i= i=1
SUpPONemos,

(ﬂ'., by = i;[ CCjI:h. (3})

Facilmente se comprueba que se cumplen las condiciones I-1V,
o sa;a’. que la igualdad (1) determina el producto escalar en el espa-
cio V,,.

Vemos, pues, que generalmente, en el espacio lineal de n dimen-
siones se puede definir el producto escalar de muchos modos; natural-
mente, la definicion (3) depende de la eleccion de la base. Sin embar-
go, no sabemos por ahora si el producto escalar se puede introducir
de algin modo que de principio sea diferente. Nuestro préximo
objetivo consiste en examinar todos los modos posibles de convertir
el espacio lineal de » dimensiones en espacio euclideo y en establecer
que, en cierto sentido, para cualquier n existe un solo espacio
euclideo de n dimensiones,
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Sea dado un espacio euclideo arbitrario £, de n dimensiones,
o sea, que en el espacio lineal de n dimensiones esti definido arbi-
trariamente el producto escalar. Se dice que los vectores ¢ y b som
ortogonales, si su producto escalar es igual a cero,
(a, Dy=0.

De (1) se deduce que el vector nulo es ortogonal a cualquier vector;
sin embargo, pueden existir también vectores ortogonales no nulos.
Un sistema de vectores se denomina sistema ortogonal, si todos
los vectores de este sistema son ortogonales entre si dos a dos.
Todo sistema ortogonal de vectores no nulos es linealmente inde-

pendiente.
En efecto, sea dado en k', un sistema de vectores a,, aa, . .., @,
donde a;5= 0, i =1, 2, ..., k, ¥y
(ai, a;y=0 para i=j. (%
Si
Ohylly -1 Cally - . . . + Ctpay =0,

multiplicando escalarmente ambos miembros de esta igualdad por el
vector a;, 1< i<k, en virtud de (1), (2) y (4), resulta:

0==(0, @)= (o |- ctotts + - . . +-pag, a;)=
=y (ay, @)+ oy (ag, @)+ ... oy (an, @) =0y (a;, a;).

De aqui, como (a;, a;) = 0 segin IV, se tienea; = 0,i =1, 2, . ..
..., k, como se fgueria demostirar.
Ahora se va a describir el proceso de ortogenalizacién, o sea, un
método para pasar de cualquier sistema de % vectores
-

Apy oy ooy Oy (J)

linealmente independiente, del espacio euclideo E,, a un sisltema
ortogonal, compuesto también de & vectores no nulos; estos vectores
se indicardn mediante b,, bs, ..., by.

Hagamos b= ay, de modo que el primer vector del sistema (5)
quedard incluido en el sistema ortogonal que se construye. Hagamos
luego

by = ayby + as.

Como b, = a; y los vectores a; y a, son linealmente independientes,
el vector b, serd diferente de cero para cualquier nimero 4. Elija-
mos este naumero de modo que el vector b, sea ortogonal al vec-
tor by:

U=(by, b= (by, b+ az)= oty (by, b))+ (by, ay),

de donde, en virtud de IV,
_ (B, ag)
Y by by

i
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Supongamos que ya esta construido el sistema ortogonal de
veclores mo nulos by, by, ..., b;; supongamos, ademais, que para
cualquier i, 1<i<1 el veclor b; es combinacién lineal de los
veclores a,, @, ..., ;. Entonces, esto mismo se cumplird tam-
bién para el vector by, si éste se elige de la forma siguiente:

bray = Ogby oy - LA agby b @y,

En este caso, el vector by, serd diferente de cero, puesto que el siste-
ma (5) es linealmente independiente y el vector a,,, no esla incluido
entre los vectores by, by, ..., b, Los coeficientes a;, i = 1, 2, ...
. .., lseeligen de modo que el vector by, sea ortogonal a todos los
vectores by, i =1, 2, ..., L

0= by, brvy) = (bis by - atnba 4 oo by - @) =
=ty (I, ‘r-’l) 4ot (B, b} 1oL e (D, D)+ (s, ary);
de aqui, como los veclores by, b,, ..., # son ortogonales entre si,
resulta
g (Dyy by) - (bh a4y =10,
a sea,
(b, argy) . .
o= — o8 i--1,2, ..., L
! i, o)

Continuando eslte proceso se construye el sistema ortogonal

buscado by, bs, .. ., b,

Aplicando este proceso de ortogonalizacion a cualquier hase del
espacio E,, se obtiene un sistema ortogonal de n vectores no nulos,
es decir una base ortogonal, pues, por lo demostrado, este sistema es
linealmente independiente. Recordando ahora la observacién hecha
con relacién al primer paso del proceso de ortogonalizacién y tenien-
do en cuenta también que cualquier vector no nulo se puede incluir
en una base del espacio, se puede enunciar incluso la siguiente afir-
macion:

Todo espacio euclideo posee bases ortogonales; cualgquier vector
no nuto de este espacio forma parte de alguna base ortogonal.

En adelante, desempefiara un papel importante una forma espe-
cial de base ortogonal; las bases de esta forma corresponden a los
sistemas cartesianos rectangulares de coordenadas empleados en la
geometria analitica.

El vector b se llamara normal, si su cuadrado escalar es igual
a la unidad,

(b, by=1.

Si a0, de donde (a, a) =10, el paso al vector
i
fr = =l

| (ar. )
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se denominard normalizacion del vector a. El vector b es normal,
puesto que
1 1 1 2
b, b) = a, al = a, a)y=1.
¢ 0= (a5 7em 9 ~ lias) @9
Una base e, e, .. ., &, del espacio euclideo E, se llama orto-

normal, si ésla es ortogonal y todos sus vectores son normales, es
decir, =i

(e;, e;)=0 para is%j, 6

(er, e} =1, =, 2, o ©

Todo . espacio euclideo posee bases ortonormales.

Para la demostracion es suficiente tomar cualquier base ortogo-

nal y normalizar todos sus vectores. Con esto, la base se mantiene

ortogonal, puesto que, para cualesquiera o y p, de (a, b) = 0, se

deduce que

(aa, pb)=oaf (a, b)=0.

La base ey, e, .. .., e, del espacio euclideo E, es ortonormal si,

y silo si, el producto escalar de dos vectores cualesquiera del espacio es

igual a la suma de los productos de las coordenadas correspondientes
e estos vectores en la base indicada, o sea, si de

T T
a= X ae;, b= D fyey (1)
i=1 =1
se deduce que
(@ &) = ) auy. (8)

Iin electo, si para nuestra hase se verilican las ignaldades (6),
se tiene

(a, b)= (gi a4y, ,;l Be;) = ?_l| aify (e, ep) =

T

i‘;ﬁ"-sﬁi-

=

Reciprocamente, si nuestra base es tal, que para cualesquiera vecto-
res a y b expresados en esta base en la forma (7) se cumple la igual-
dad (8), entonces, tomando por a y b dos veclores cualesquiera de
esta base ¢; y e;, iguales o diferentes, las igualdades (6) se obtendrin
de (8).

Confrontando este resultado oblenido con la demostracion ante-
rior de la existencia de espacios euclideos de n dimensiones para
cualquier n, se puede enunciar la siguienle proposiciéon: si en el
espacio lineal de n dimensiones V,, se ha elegido una base arbitraria, en
V. se puede definir el producto escalar de modo gue en el espacio euclideo
obtenido la Dbase elegida sea una de las bases orfonormales.
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Isomorfismo de los espacios euclideos. Se dice que los espacios
euclideos £ y E’ son isomorfos, si entre los veclores de los mismos
se puede establecer una correspondencia biunivoca tal, que se cum-
plan las condiciones siguientes:

1) esta correspondencia es una correspondencia de isomorfismo
entre K y E’, considerados éstos como espacios lineales (véase el § 29);

2) en esta correspondencia se conserva el producte escalar; en
olras palabras, silas imdgenes de los vectoresay & de E son los vecto-
res a’ y b de I, respectivamente, entonces

(a, B)=(a", V). (9)

De la condicidon 1) se deduce inmediatamente que los espacios
euclideos isomorfos tienen una misma dimensién. Demostremos la
afirmacion reciproca:

Dos espacios euclideos cualesquiera E y E' que tengan una dimension
n, son isomorfos entre si.

En efecto, elijamos en los espacios E y E’ las bases ortonormales

€ €y Wiy Bn (10}
¥, respectivamente,
€1y €hy veey Che (11)

Poniendo en correspondencia a cada vector

a= Z,‘ iy
i=1
de £ el vector

n
a’ = ) aei
i=1
de E’, que tiene en la base (11) las mismas coordenadas que tiene el
vector ¢ en la base (10), se obtiene, evidentemente, una corresponden-
cia de isomorfismo entre los espacios lineales £ y E’. Demostremos
que también se cumple la igualdad (9): si

n n
b= P, b= D) Pei,
=1 =

entonces, en virtud de (8) (téngase en cuenta que las bases (10)

y (11) son ortonormales),

(al b} = I.EI c"iﬁi = (a'! b’}'

Es natural que los espacios euclideos isomorfos no se deben con-
siderar diferentes, Por esto, para cualquier n, existe solamente un
espacio euclideo de rn dimensiones en el mismo sentido en que para
cualquier n existe solamente un espacio lineal real de n dimensiones.
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Para gl caso de espacios lineales complejos, los conceplos y resultados del
presente parrafo se generalizan del modo siguiente: un espacio lineal complejo
se llama espacio unitario, si en él estd definido el producto escalar, donde (a, b)
es, por lo general, un nimero complejo. En este caso, tienen que cumplirse los
axiomas II—IV (en el enunciado del tltimo axioma se debe subrayar que el
cuadrado escalar de todo vector no nulo es real y estrictamente positivo);
el axioma I tiene que sustituirse por el axioma

G (a, by=(b, a),
donde la raya seiiala, como es usual, el paso al niimero complejo conjugado.

Por consiguiente, el producto escalar ya no es conmutativo. A pesar de todo,
se verifica una igualdad simétrica al axtoma II,

I’ (a, b+e)=(a, b)-+(a, ¢,
ya que

(a, bf-e)=(b e, a)= (b, @)+ (e, &)= (b, o)+, a)=(a, b)+(a* c).
Por otra parte,

I’ {ay ab) = (a, b),
puesto que

(ay ab) =(ab, a)=a (b, 0) =a (b, a)=mw(a, b).

Los conceptos de sistema ortogonal y ortonormal de vectores se generalizan
sin alteracion alguna al caso de espacins unitarios. Igual que antes, se demues-
tra la existencia de bases ortonormales en cualquier espacio unitario de dimen-
sién finita. Sin embargo, si en este caso e, e,, ..., e, £5 una base ortonormal
y los vectores a, b tienen en esta base la expresion (7), se tiene

n
(a, B)= ) afhs.
ey
Los resultados de los pirrafos posteriores del presente eapitulo también
se podrian generalizar para el caso de espacios unitarios. Aqui no lo haremos
y proponemos al lector que le interese que consulte libros especializados
en algebra lineal.
§ 35. Matrices ortogonales, transformaciones ortogonales

Sea dada una transformacién lineal real de n indeterminadas
n
r:=k2.1 qugn, i=1,2, .., 1)

la matriz de esta transformacion se denotara por Q. Esta transforma-
cién lleva la suma de cuadrados de las indeterminadas x,,

Ty, ... Ty, 0 sea, la forma cuadratica 2?4 22 ... L 23,
que es la forma normal de las formas cuadriticas definidas positivas
(véase el § 28), a cierta forma en las indeterminadas y,, ¥, . . ., y..

Eventualmente, esta nueva forma cuadréitica también puede resultar
ser la suma de los cuadrados de las indeterminadas y,, ¥

2y = ooy Has
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es decir, puede ocurrir que se verifique la igualdad

i at . rIR=Yi Y o U (2)

lo cual se convierte en una identidad después de sustitnir las
indeterminadas &y, s, ..., x, por sus expresiones (1). La trans-
formacién lineal de las indeterminadas (1) que posee esta propiedad,
0 como suele decirse, que mantiene invariante la suma de los
cuadrados de lag indelerminadas, se llama transformacion ortogonal
de las indeterminadas, y su matriz (), matriz ortogonal.

Existen muchas otras definiciones de transformacién ortogonal
v de matriz ortogonal, equivalentes a Ja expuesta anteriormente.
Indiquemos algunas de ellas que emplearemos después.

Ya conocemos, por el § 26, la ley segiin la cual se transforma Ia
maltriz de una forma cuadritica al realizar una transformacion lineal
de las indeterminadas. Aplicindola a nuestro caso y teniendo en
cuenta que la matriz de la forma cuadritica, gque es la suma
de los enadrados de lodas las indeterminadas, es la matriz unidad
E, resulta gue la igualdad (2) es equivalente a la igualdad matri-
cial

QEQ=E,
0 sea,

QO=E. (3)
De aqui que

@i, (4)
por lo que también se cumple la igualdad

QU =1L (5)

Por consiguiente, en virtud de (4), la matriz ortogonal Q) se puede
definir como una matriz para la que la mairiz transpuesta (' es igual
a la matriz inversa (J-'. Cada una de las igualdades (3) y (D) se puede
tomar también por definicién de matriz ortogonal.

Como las columnas de la matriz @' son filas de la matriz Q,
de (5) se deduce la proposicién siguiente: la matriz cuadrada Q es
ortogonal cuando, y sélo cuando, la suma de los cuadrados de todos
los elementos de cualquiera de sus filas es igual a la unidad y {a suma
de los productos de los elementos correspondientes de dos filas cuales-
quiera diferentes es igual a cero. De (3) se deduce la proposicion
aniloga para las columnas de la matriz Q.

Como @' =: @, pasando a determinantes en la igualdad (3),
resulta la igualdad

lQP=1.

De aqui se deduce que el determinanie de una matriz ortogonal es
igual a 4= 1. Por lo tanto, toda transformaciin ortogonal de las inde-
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terminadas es no degenerada. Naturalmente, no se puede afirmar lo
reciproco; senalemos también que no cualquier matriz con el deter-
minante igual a 4 1 es ortogonal.

La matriz inversa de una matriz ortogonal es también ortogonal.
En efecto, pasando en (4) a las matrices traspuestas, resulta:

@) =) =Q=(@MH™

Por otra parte, el producto de matrices ortogonales también es ortogo-
nal. En efecto, si las matrices ¢ y R son ortogonales, entones
aplicando (4) y también la igualdad (6) del § 26 y la igualdad
andloga que se verifica para la matriz inversa, resulta:

(QR) =H'Q'=R7Q'=(QR)™.

In el § 37 se empleard la proposicién siguiente:

La matriz de cambio para pasar de una base ortonormal del espacio
euclideo a otra base orionormal cualquiera es ortogonal.

En efecto, supongamos gue en el espacio £, se han dado dos
bases ortonormales ey, ¢x, ..., ¢, v e, e, ..., e, con la malriz
de cambio @ = (g,;),

f”:(j(_‘.

Como la hase e es ortonormal, el producto escalar de dos vectores
cualesquiera y, en particular, de dos vectores cualesquiera de la
hase ¢’, es igual a la suma de los productos de las coordenadas corres-
pondientes de estos vectores en la base e¢. Sin embargo, como la
base ¢’ también es ortonormal, el cuadrado escalar de cada vector
de ¢ es igual a la unidad, y el producto escalar de dos vectores
diversos cualesquiera de ¢ es igual a cero. De aqui, para las filas
de las coordenadas de los veclores de la base ¢ en la base e, o sea,
para las filas de la malriz @, resultan las alirmaciones que son carac-
teristicas para una matriz ortogonal, como se dedujo antes de la
igualdad (H).

Transformaciones ortogonales del espacio euclideo. Ahora se
estudiard un tipo especial e interesante de transformaciones lineales
de los espacios euclideos, a pesar de que estas transformaciones no se
emplearin a conlinuacion.

Una transformacion lineal ¢ del espacio euclideo £, se llama
transformacidn ortogonal de éste, si mantiene invariable el cuadrado
escalar de cada vector, es decir, si para cualquier vector a

(aq, ag)=(a, a). (6)

Ahora deduciremos la siguiente proposicién mis general que la
anterior y que, naturalmente, también se puede tomar por defini-
cién de transformacién ortogonal.
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Toda transformacién ortogonal ¢ del espacio euclideo mantiene
invariable el producto escalar de dos vectores cualesquiera a y b,
(g, bg)=(a, b). (M
En efecto, en virtud de (6),
(@4 B, (@40 q)=(a+b, at 1),
Pero
(fa+ 8y, (@—+0)§) = (ay+ by, ag-+byy=
=(ay, aq) -+ (ag, bg) FOg, ap) 4 (b, by,
(a+b, a0y =(a, a)+{a, OY+ (b, )4 (b, b).
De agui, aplicando (B) para @ y para L, y teniendo en cuenta la
propiedad conmutativa del producto escalar, resulla
2{aq, bp)=2(n, B,

de donde, también se verifica (7).

En una iransformacion ortogonal del espacio encliden, las imdgenes
de todos los vectores de cualquier base ortonormal forman ellas mismas
una base ortonormal, Reciprocamente, si una transformacion lineal del
espacio euclideo transforma por lo menos una base ortonormal en otra
base ortonormal, esta transformacion es oriogonal. .

En efecto, sea ¢ una transformacion ortogonal del espacio
sea E,, vseaey, €, ..., ¢, una base ortonormal arbitraria de esle
espacio. En virtud de (7), de las ignaldades

(eive)==1, i=1,"2 oy my
{e;, ;) -0 para i==7
se deducen las igualdades

(e, ey =1, i=1,2, ..., n,
(eqp, epq) =0 para i==],
o sea, el sistema de vectores e,@, 2§, . . ., ¢, resulta ortogonal

y normal, por lo cual, éste es una base ortonormal del espacio E,.
Reciprocamente, supongamos que la transformacion lineal ¢
del espacio E, transforma la base ortonormal e, e, ..., ¢, de
puevo en una base ortonormal, es decir, que el sistema de vectores
ey, €@, ..., en§ es una base ortonormal del espacio . Si
n
a= ¥ oge
i=1

s un vector arbitrario del espacio £, entonces

ag = i‘ o (e,
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o sea, el vector ag tiene en la base ep las mismas coordenadas que
tiene el vector a en la base ¢. Sin embargo, ambas bases son ortonor-
males, siendo, por consiguiente, el cuadrado escalar de cualquier
vector igual a la suma de los cuadrados de sus coordenadas en cual-
quiera de estas bases. Por lo tanto,

n
(a, a)=(aq, ag)= > af,
i=i

o sea, se cumple verdaderamente la ignaldad (6).

Toda transformacién ortogonal del espacio euclideo se determina en
cualquier base ortonormal por una matriz ortogonal. Reciprocamente,
si una transformacidn lineal del espacio euclideo se determina por una
maltriz ortogonal, aunque silo sea en una base ortonormal, esta trans-
formacion es ortogonal.

En efecto, si la transformacién @ cs ortogonal y 1a baseey, e;, . ..

c oy By B8 ortonutmal el sistema de vectores e, @, ex@, ..., e,
-mm una base ortonor ma] Por consiguiente, la matriz A de la trans-
formacion ¢ en la base e,

eqp = Ae, : (8)

serd la matriz de cambio de la base ortonormal e por la base ortonor-
mal eg, y, por lo demostrado anteriormente, es ortogonal.
Reciprocamente, supongamos que la transformacién lineal ¢ se
determina en la base ortonormal e, e, ..., ¢, por la matriz
ortogonal A; por consiguiente, se cumple la igualdad (8). Como
la base ¢ es ortonormal, el producto escalar de cualesquiera vectores
¥, en partienlar, de cualesquiera vectores del sistema e;p, eap, . . .
.., e.q, es igual a la suma de los productos de las coordenadas
correspondientes de estos vectores en la base ¢. De donde, como la
matriz 4 es ortogonal, se tiene

{eip, ap)=1, i=1%1 2, ..oy m
(s, ejq)=0 para is=j,

o sea, resulta que el mismo sistema ¢ es una base ortonormal del
especio I2,. De aqui se deduce que la transformacion g es ortogonal.

Por la geometria apalitica sabemos, que entre todas las trans-
formaciones afines del plano que dejan en su sitio el origen de coor-
denadas, las rotaciones (unidas, posiblemente, con simetrias) son
las Winicas que mantienen invariante el producto escalar. Por lo
tanto, las transformaciones ortogonales del espacio euelideo de n
dimensiones se pueden considerar como «rotaciones» de este espacio.

Evidentemente, entre las transformaciones ortogonales del
espacio euclideo estd también la transformacion idéntica. Por olra
parte, la relacién que hemos establecido entre las transformaciones
ortogoenales y las matrices ortogonales, y también la relacidn expuesta
15252
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en el § 31 entre las operaciones con las transformaciones lineales
¥ con las maltrices, permiten deducir de las propiedades conocidas
de las matrices orlogonales las siguientes propiedades de las frans-
formaciones ortogonales del espacio euclideo, que también se com-
prueban directamente con facilidad:

Toda transformacién ortogonal es no degenerada y su transformaciin
inversa también es ortogonal.

El producto de cualesquiera fransformaciones ortogonales es orlo-
gonal.

§ 36. Transformaciones siméltricas

Una transformacion lineal del espacio cuclideo de n dimensiones
se llama simétrica (o bien, autoconjugada) si para cualesquiera vecto-
res a, b de este espacio se verifica fa iguaidad

(aqp, 0y ="(a, by (1)

o sea, en el producto escalar el simbolo de Ia transformacion simétrica
se puede trasladar de nn factor a otro.

Iividentemente, la transformacion idéntica e y la transformacion
nula o son ejemplos de transformaciones simétricas. Un ejemplo
mas general es la transformacion lineal, segin la cual eada vector
se multiplica por un nimero fijado «,

ayg =aa.
En efecto, en esle caso
(g, b)Y =(oa, by-=a(a, b)=:{(a, ab)=(a, bg).

Las (ransformaciones simélricas desempeilan un papel muy
importante y es necesario estudiarfas detalladamente.

Toda transformacion simétrica del espacio euclideo se determina en
cualquier base ortonormal por una matriz simétrica. Reciprocamente.
si una transformaciin fineai del espacio euclideo se defermina por una
matriz simétrica, aunque sélo sea en una base ortonormal, la transfor-
macién es simétrica.

En efecto, supongamos que la transformacion simétrica ¢ se
determina por la malriz A = (@;;) en la base ortonormal e,, e, . ..

. ., €. Teniendo en cuenla que en una base ortonormal, el producto
escalar de dos vectores es igual a la suma de los productos de las
coordenadas correspondientes de estos vectores, se obtiene:

n
(e, €)= (kz’ Lintr, ,:_i} = Qi js

ki3
(e, ey = (e, ;2-1 “.inf*h)- = jis
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o sea, en virtud de (1),
A= Chji

para todos los valores de i y j. De aqui, la matriz A es simétrica.

Reciprocamente, supongamos que la transformacién lineal ¢ se
determina por una matriz simétrica A = (e;;) en la base ortonormal
€4y €24 4 -y €y ) .

oy = o;; para todos los valores de i y j. (2)

Si

n n
3]
b= D) Biee, 6= 2} s
i= =1
son unos vectores arbitrarios del espacio, entonces

by = igl fii ey = j;i (‘,ZJ' Bici;) e,

mn n n
e = ,Z', vi (esp) = ;ﬁ (521 i) e

{=

Teniendo en cuenta que la base e es ortonormal, resulta

n
(b, )= _ Z' Peoti v 5

I

n
(f)., C{p} = 2] ﬁn’_;o:_,;.
1, j=

En virtud de (2), los segundos miembros de las dltimas igualdades
coinciden, asi que
(bp, e)y=(b, cw),

que ex lo que se queria demostrar.

Del resullado obtenido se deduce la siguiente propiedad de las
transformaciones simétricas, que lambién se comprueba con facilidad
direclamente:

La suma de transformaciones simétricas y también el producto de una
iransformacion simétrica por un nuimero, son transformaciones simétricas.

Demostremos ahora el siguiente importante teorema:

Todas las raices caracteristicas de una (ransformacion simétrica
son reales,

Como las raices caracleristicas de cualquier transformacion
lineal coinciden con las raices caracleristicas de la matriz de esta
transformacion en cualquier base y la lransformacién simétrica se
determina en bases ortonormales por matrices simétricas, es sufi-
ciente demostrar la proposicién siguiente:

Todas las raices caracteristicas de una matriz simétrica son reales.

15%
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En efeclo, sea A, una raiz caracteristica (que puede ser compleja)
de la matriz simétrica 4 = (a;y),

| A—2E|=0.
Entonces el sistema de ecuaciones lineales homogéneas con coefi-
cientes complejos

n
_21 Q.;jsz-'koxl. I:=i‘ 2, seey I,
o=

tiene un determinante igual a cero, o sea, posee solucién no nula

B, P2 ..., Bn, que por lo general, es compleja; por lo tanto,
2.1;_ o fj =2, i=1, 2, ..., n (3)

Multiplicando ambos miembros de cada i-ésima igualdad (3) por el
nimero fB;, conjugado con el nimero B;, y sumando por separado
los primeros y los segundos miembros de todas las igualdades obte-
- nidas, se llega a la igualdad

; ?_:,: ; a; BB = ho t=2: B (4)

ol coeficiente de Ay en la igualdad (4) es un nimero real, diferente
de cero, puesto que es la suma de niimeros reales no negativos, uno
de los cuales por lo menos es estrictamente positivo. Para demostrar
que el nimero A, es real, hay que demostrar que es real el primer
miembro de la igualdad (4), para lo cual es suficiente demostrar que
este niimero complejo coincide con su conjugado. Aqui, por primera
vez se aplicarda la simetria de la matriz (real) A:

= n

T

!‘Elauﬁjﬁi= z a”ﬁjsii“élal‘igiﬁl:

i, =1

- ji:t osP B - 321 s = (.élauﬂiﬁl-

Obsérvese que la pemiltima igualdad se ha obtenido mediante una
permutaciéon simple de las notaciones de los indices de la suma:
en lugar de i se ha puesto j, y en lugar de j se ha puesto i, Por consi-
guiente, el teorema queda demostrado.

Una transformacién lineal ¢ del espacio euclideo E, es simélrica
cuando, y sélo cuando, en el espacio E, existe una base orionormal
formada por vectores propios de esta lransformacidn. .

Una parte de esta proposicitn es casi evidente: si en £, existe una
base ortonormal e, es, ..., ¢, tal que

eltP-':llei. i=12,....nm,
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enlonces en la base e la transformacion g se determina por la matriz
diagonal
hy 0
Ay

0 k-

Pero, como toda matriz diagonal es simétrica resulta que la trans-
formacién ¢ se determina en la base ortonormal e por una’matriz
simétrica, es decir, ella misma es simétrica.

La proposicién reciproca fundamental se demostrard por induc-
cién sobre la dimensién n del espacio E,. En efecto, para n = 1
cualquier transformacién lineal ¢ del espacio E; lleva cualquier
vector a otro que es proporcional al mismo. De esto se deduce que
todo vector a no nulo es un veclor propio para @ (por cierto, resulta
también que toda transformacién lineal del espacio E; es simétrica).
Normalizando el vector e se obtiene la base ortonormal buscada del
espacio E,.

Supongamos que la tesis del teorema ya esti demostrada para
los espacios euclideos de (n — 1) dimensiones y que en el
espacio E, se ha dado una transformacién simétrica ¢. Del teorema
demostrado anteriormente se deduce la existencia de una raiz
caracteristica real A, para ¢. Por consiguiente, para la transforma-
cién ¢, este niimero es un valor propio. Si a es el vector propio de la
transformacién ¢ que corresponde a este valor propio, entonces
cualquier vector no nulo que sea proporcional al vector a serd para ¢
un vector propio correspondiente al mismo valor propio A, puesto que

(o) ¢ = o (ag) = a (hoa) = ho (@a).

En particular, normalizando el vector @, resulta un vector e; tal
que
ey = hoey,

(eq, e)=1.

Como se demostré en el § 34, el vector no nulo ¢, se puede
incluir en una base ortogonal

€11 €4y 10 e1€n (5
del espacio E,. Los vectores cuyas primeras coordenadas en la base (5)
son iguales a cero, o sea, los vectores de la forma aqe; + . .. -+ ctqen,

forman, evidentemente, un subespacio lineal de (r — 1) dimensiones
del espacio E,, que lo designaremos mediante L. Este serd, incluso,
un espacio euclideo de (n — 1) dimensiones, pues, estando definido
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el producto escalar para todos los vectores de E,, lo estara particu-
larmente para los vectores de [, poseyendo ademas todas las pro-
piedades necesarias.

El snbespacio L consta de todos los vectores del espacio E,
que son ortogonales al veclor ¢;. En efecto, si .

LR T e M S S AN
como la base (D) es ortogonal y el vector e, normal, resulta
(L’h ﬂ) = Oy [91, 8]) -+ (x;((.‘“ P!) S PP oY A4 (61, 3;;) = &y,

o sea, (g, a) == (0 cuando, y sélo cuando, oy = 0.

Si el vector a pertenece al subespacio L, es decir, si (¢, a) = U,
el vector ap también pertenecera a L. Ln efecto, como la transfor-
macion ¢ es simétrica, resulta

(e, aw) =(evp, a)=(hoer, a) =ho(e), @) =ho-0=10,

o sea, el vector ag es orlogonal a e;, estando por esto contenido en /.
Esta propiedad del subespacio L, llamada invariebilided con respecio
a la transformacion ¢, permile considerar a g, aplicindola solamente
a los vectores de L, como una transformacion lineal de este espacio
euclideo de (n — 1) dimensiones. sta serd, incluso, una transfor-
macion simétrica del espacio L, pues, la igualdad (1), eumpliéndose
para cualesquiera vectores de F,, se cumple particularmente, para
los veclores situados en L.

Por la suposicion de la induceién, en el espacio L existe una base
ortonormal compuesta de vectores propios de la transformacion g;
designémosla  mediante e, ..., ¢,. Todos psios veclores son
ortogonales al vector e;; por consiguiente, ey, e,, . .., €, serd la
hase ortonormal buscada del espacio E,, que consta de vectores
propios de la transformacion g. El teorema queda demostrado.

§ 37. Reduccion de una forma cuadritica
a los ejes principales. Par de formas

Apliquemos el altimo teorema del parrafo precedente para la
demostracién del siguiente teorema matricial:

Para cualguier matriz simétrica A se puede hallar una malriz
ortogonal () que reduzea la matriz A a la forma diagonal, o sea, que la
matriz Q' AQ, que es la transformada de la matriz A por la matriz
Q, resulta diagonal.

Sea dada una matriz simétrica A de orden n, Si ey, e, .. ., &,
es una base ortonormal del espacio euclideo E, de r dimensiones, la
matriz A determina en esta base una transformacién simétrica g.
Por lo demostrado, en E,, existe una base ortonormal f,, f,, . . ., f,.,
compuesia de vectores propios de la transformacién ; en esta hase, ¢
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se determina por una matriz diagonal B (véase el § 33). Entonces,
en virtud del § 31,

B=0Q1AQ, (1)
donde @ es la matriz de cambio de la base f a la base ¢,
e=0f. @)

lista matriz, como matriz de cambio de unal base ortonormal a
otra base ortonormal, es ortogonal (véase el § 35). El teorema queda
demostrado.

Como para una matriz ortogonal ¢ la matriz inversa es la trans-
puesta, Q-1 = @', la igualdad (1) se puede escribir en la forma

B =0 AQ;

no obstante, por el § 26 se sabe que precisamente asi se transforma
la matriz simétrica A de una forma cuadritica, sometida a una
transformacion lineal de las indeterminadas de matriz Q. Teniendo
en cuenta que una transformacion lineal de las indeterminadas
de matriz ortogonal es una transformacion ortogonal (véase el §35)
y que la forma cuadritica reducida a la forma candnica tiene una
matriz diagonal, basindonos en el teorema precedente obtenemos
el siguiente teorema de reducciéon de una forma cuadritica real
a los ejes principales:

Toda forma cuadrdtica real f (xy, xa, . . ., 1,) se puede reducir a la
forma candnica wmediante una transformacion ortogonal de las inde-
terminadas.

A pesar de que puedan existir muchas lransformaciongs ortogo-
nales diferentes de las indelerminadas que reduzean la forma cuadra-
tica dada a la forma candnica, ésta se determina en lo fundamental
univocamente:

Cualquiera que sea la transformacion ortogonal que reduzea la forma
cuadritica f (x,, s, . .., ;) de matriz A a la forma candnica, los
coeficientes de esta forma candnice son las raices caracleristicas de la
matriz A, tomadas con sus drdenes de mudtiplicidad.

En efecto, supongamos que la forma f se ha reducido ya a la forma
canbnica

fleg oy o @) =y Mally oo 5 Balion

mediante una transformacién ortogonal.

Lista transformacion ortogonal mantiene invariable la suma
de los cuadrados de las indeterminadas, de donde, si A es una nueva
indeterminada, se tiene

n I:I w
f(xln Lag w0y -rn)_;\' E 'TE = E I-l:!ff—}v E U:

=i i=1 im0
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Pasando a los determinantes de estas formas cuadriticas y teniendo
en cuenta que después de realizar la transformacion lineal el deter-
minante de la forma cuadritica se multiplica por el cuadrado del
determinante de la transformacion (véase el § 28), v que el enadrado
del determinante de una transformacion ortogonal es igual a la
unidad (véase el § 35), llegamos a la igualdad

wy— A 0 0

n
RN B | N
0 0 .o pa—»n

de la que se deduce la tesis del teorema.

Este resultado se puede formular también de una forma matri-
cial: i

Cualguicra que sea la malriz ortogonal que reduzca la matriz simé-
trica A a la forma diagonal, en la diagonal principal de la matriz
diagonal obtenida figurardn las raices caracteristicas de la matriz A,
tomadas con sus drdenes de multiplicidad.

Averiguacion prictica de la transformacién ortogonal que reduce
una forma cuadriatica a los ejes principales. En algunos problemas
no sélo es necesario conocer la forma candnica a que se reduce una
forma cuadratica real mediante una transformacion ortogonal, sino
también la transformacién ortogonal que realiza esta reduccion.
Seria dificil buscar esta transformacion empleando la demostracion
del teorema de reduccién a los ejes principales, y queremos mosirar
otro camino. Para esto solo hace falta aprender a hallar la matriz
ortogonal ¢ que reduce la matriz simétrica dada 4 a la forma
diagonal o, lo que es lo mismo, a hallar su matriz inversa ¢Q-1. En
virtud de (2), ésta es la matriz de cambio de la base ¢ a la base /,
es decir, sus filas son filas de las coordenadas (en la base ¢) del
sistema ortonormal compuesto por r veclores propios de la trans-
formacién simétrica @, determinada por la matriz A en la base ¢,
No queda mis que hallar tal sistema de vectores propios.

Sea A, cualquier raiz caracteristica de la matriz 4 y supongamos
que su orden de multiplicidad es igual a k,. Por el § 33 se sabe que el
conjunto de las filas de coordenadas de todos los vectores propios de
la transformacién ¢, correspondientes al valer propio %,, coincide
con el conjunto de las soluciones no nulas del sistema de ecnaciones
lineales homogéneas

| A—hE

(A—2E) X =0; (3

como la matriz A es simétrica, se puede escribir A en lugar de A"
De los teoremas de existencia de una matriz ortogonal que reduzea la
matriz simétrica 4 a la forma diagonal, demostrados anleriormenle,
y de la unicidad de esta forma diagonal, se deduce que para el siste-
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ma (3) se pueden hallar siempre k, soluciones linealmente indepen-
dientes. Este sistema de soluciones se halla por los métodos conoei-
dos en el § 12, ortogonalizando y normalizando después el sistema
obtenido segin el § 34.

Tomando por 2, cada una de las raices caracteristicas distintas
de la matriz simétrica A y teniendo en cuenta que la suma de los
ordenes de multiplicidad de estas raices es igual a n, se obtiene un
sistema de n vectores propios de la transformacién ¢, dados por sus
coordenadas en la base e. Para demostrar que éste es el sistema
ortonormal de los vectores propios buscados, no queda mas que
demostrar el siguiente lema:

Los vectores propios de una transformacién simétrica ¢ que co-
rresponden a valores propios distintos son ortogonales entre si.

En efecto, supongamos gue

by = b, cp= Ao,
siendo A; 5= 24,. Como
(b, €)= (b, €)=n(b, ),
(b, cq) = (b, Aae) =Rz (b, o),
de
(b, €)= (b, cq)
se deduce que
Ai(b, ) =n(b, ¢)
y, puesto que Ay 5% A,, resulta
(b, x=0,
que es lo que se queria demostrar.

Ejemplo. Reducir la forma cuadritica
flxy, oy 23, x4 =219+ 2073 — 2247y — 22505+ 2opzy | 2xg2,

a los ejes principales.
La matriz 4 de esta forma es

Y] 1 1 -1

e 10 —1 1
1t —1 0 1
-1 1 1 0

Hallemos su polinomio caracleristico:
— 1 1 —1
{1 —A 1 1
A—RE | = =(A—13 (A D).
! o PR B S LR
—1 1 1 —2
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Por lo tanto, la matriz A tienc la raiz caracteristica 1 de orden tres y la raiz
caracteristica simple —3. Por consiguiente, ya se puede eseribir la forma cand-
nica a que se reduce la forma f mediante una transformacién ortogonal:

f=ui+uitul—3ui.
Hallemos la transiormacion ortogonal que realiza esta reduccién. El sistema de
ecunaciones lineales homogéneas (3) para A, = 1 toma la forma

—zylag rxp—ay =0,
Xy —xp—xg- ¥, =0,
Fy—ag—ag 20,

— 2y + xp - zg— =0,

El ranf,’o de este sistema es igual a 1. Por lo tanto, para éste se pueden hallar
tres soluciones linealmente independientes. Estas son, por ejemplo, los vectores

by=(1,1, 0, 0,
ba—(1, 0, 1, 0).
by—={—1, 0, 0, 1}.

Ortogonalizando este sistema de veclores, se obtiene ol sistema de vee-
tores
fey=by=(1, 1, 0, 0),

1 1 I
e —gerl b= {5, —%.1.9).
i 1 ; 1 1 1
acgalgait=(—g, 3. 5.1)

Por otra parte, el sistema ‘de ecuaciones lineales homogéneas (3) para
Ao = —3, toma la forma

¢ dryr T layx =0,

oy - Barg— xg -2y — 0,

Fy—apF3ag-tap; =0,

— x| g ey Rz, DL
El rango de este sistema es igual a 3. El vector
=01, —1, —1, 1.

es una solucion no nula. . .
El sistema de vectores ey, ¢z, c3, ¢; es ortogonal. Normalizando este sistema
llegamos al sistema ortonormal de vectores
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Por lo tanto, la forma f se reduce a los ejes principales mediante
la transformacién ortogonal

1

o1
Vg T3 ]/5' iy

h=

I's menester sefialar que la eleccion del sistema de vectores propios, lineal-
mente independientes, correspondientes a un valor propio mil,ijtiple. goza de
mucha pluralidad; de aqui gue existan muchas transformaciones ortogonales
ilistintas que reducen Ia(}orma f a la forma condnica. Aqui sélo hemos hallado
nna de éstas.

Par de formas. Sea dado un par de formas cuadrdticas en n indeter-

minadas, f(x;, ¥, ..., @) ¥ g (ry, T2, . .., 7,). ;Existe algu-
na transformacién lineal no degenerada de las indelerminadas
Iy, Ty, . .., I, que reduzca simullineamente ambas formas a la

forma candnica?
“n el caso general, la respuesta es negativa. Veamos, por ejemplo,
el par de formas

Jlay, ap) = a7, g (g, @) =0 (Ts.

Supongamos que existe una transformacién lineal no degenerada
&y Ol Crzlay
(4)

Lo Coplfy - Caalfa,

que reduce ambas formas a la forma candnica. Para que la forma f
pueda reducirse por la transformacion (4) a la forma canénica, uno de
los coeficientes ¢y, ¢;; tiene que ser igual a cero, =i no apareceria el
término 2 ¢4 €42 ¥1¥2. Cambiando la numeracion de las indeterminadas
Y1, Yo, si esto fuese mecesario, se puede suponer que ¢, = 0, de
donde ¢, == 0. Sin embargo, ahora resulla que

g (zy, &9) = ey (CorYy | Conlia) = eaCos; | CuiConttilf s

Como también la forma g tiene que reducirse a la forma candnica,
liene que ser ¢;,¢., = (1, es decir, co5 = 0, lo cual, junto con ¢;5 = 0,
nos lleva a lo absurdo, pues la transformacion lineal (4) no es dege-
nerada.
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La siluacion seri diferente si se supone que al menos una de
nuestras formas, por ejemplo, g (zy, 2, .. ., x,) es delinida posi-
tiva *, Subsisle el teorema siguiente:

Si f y g es un par de formas cuadrdticas reates en n indeterminadas,
siendo la segunda de ellas definida positiva, existe una lransformacion
lincal no degenrerada que reduce simulidneamente la forma g a la
forma normal y la forma f a la forma candnica.

Para la demostraciéon, realicemos primero una transformacion
lineal no degencrada de las indeterminadas x,, T, . . ., 2,

X=TV,
que reduzea la forma definida positiva g a la forma normal,
g @y, o, - - ‘;In):"yzl_"y:"_ i 'Jl'y\’u-
En este caso, la forma f se reducird a otra forma ¢ en las nuevas
indeterminadas,
f(ay, @2y ooy @) = G (Y1s You - - - Un)-
Realicemos ahora una transformacién ortogonal de las indetersi-
nadas yy, ¥z, .- -, Un, _
Y=02Z,
que lleve la forma ¢ a los ejes principales,
G (¥, Yoo oo Un) = AZ] 4+ Apzl 4 Lo o+ Aazh

Esta transformacion (véase la definicion en el § 35) lleva la suma
de los cuadrados de las indeterminadas vy, ¥s, ..., ¥, a la suma
de los cuadrados de las indeterminadas z;, 2., ..., 2,. Por lo tanto,
resulta

}((xh Lay ey zJ'l) = liz‘: —Il_ }“23: _|' B + ?\'nz}:h

e 2 2 1 -2
gl Tgy o) =2 -z ... R,

o sea, la transformacion lineal
X=(Ir)HZ

es la buscada.

* Claro, esta condicién no es necesaria; asi, pues, las formas r, 4+ 2§ —
y @i — a} — % ya tienen la forma candnica, a pesar de que entre ellas no ha)
definidas positivas.



CAPITULO IX

CALCULO DE LAS RAICES
DE L.OS POLINOMIOS

§ 38. Ecuaciones de segundo, tercero y cuarto grados

El teorema fundamental demostrado en el § 23 establece la
existencia de n raices complejas para cualquier polinomio de
n-ésimo grado con coeficientes numéricos. Sus demostraciones (la
expuesta anteriormente, asi como otras conocidas actualmente)
no proporcionan, sin embargo, métodos para la averiguacién prictica
de estas raices, representando «demostraciones de existencia» puras.
Naturalmente, las investigaciones hechas para descubrir tales
métodos comenzaron por las pruebas de deduccién de formulas analo-
gas a la formula para la resolucién de la ecuacién cuadritica, bien
conocida por el lector para el caso de coeficientes reales en el curso
escolar de dlgebra. Ahora demostraremos que esta formula es vilida
también para las ecuaciones cuadriticas con coeficientes complejos,
y que se pueden deducir férmulas andlogas, aunque méis complicadas,
para las ecuaciones de tercero y cuarto grados.

Ecuaciones cuadriticas. Sea dada la ecuacion cuadritica

2% |- pr+qg=0
con cualesquiera coeficienies complejos; sin restringir la generalidad

se puede suponer que el coeficiente superior es igual a uno. Esta
ecuacion se puede escribir en la forma

(s +£)*+ (o= 5) 0.

Como es sabido, se puede extraer la raiz cuadrada del niimero com-
. 2 - . . - -
plejo % — ¢ sin salir del sistema de los ntimeros complejos. Los

dos valores de la rajz, que se diferencian entre si solamente en el

2
signo, los escribiremos en la forma - 1/%' — ¢. Por lo tanto,

.
o e A
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o sea, las raices de la ecuacion dada se pueden hallar por la for-
mula ordinaria

P P
e=—f 2y T

Ejempo. Resolver la ecuacion
22—z (3—0--0
Aplicando la férmula obtenida, resulta:
3 0.9 08—
T 5= l, T—(.Su i) ::'f:t-‘),_ TV —3 -di.
Por los métodos del § 19 se halla:
V=35 o (1420,
de donde
= 24§, rp=—1—i.

Ecuaciones ciibicas. A diferencia del caso de las ecuaciones cua-
draticas, hasta ahora no tenemos un método para la resolucion de las
ecuaciones eibicas, incluso en el caso de coeficientes reales. Ahora
oblendremos para las ecuaciones cibicas una férmula analoga a la
férmula para las ecuaciones cuadriticas, suponiendo ademds que los
coeficientes son cualesgquiera niimeros complejos.

Sea dada la ecuacion chbica

ytay*+by4-c=0 (1)

con coeficientes complejos cualesquiera. Sustituyendo en la ecua-
cion (1) la incdégnita y por una nueva incdgnita x, ligada a y por
medio de la igualdad

y=2—13, {2)

resulta una ecuacion para la incognita z; esla ecuacion, como facil-
mente se comprueba, no contiene el cuadrado de esta incognita, o sea,
es una ecuacion de la forma

- prt+g=0. (3)

Hallando las raices de la ecuacion (3), en virtud de (2), se obtienen
también las raices de la ecuacion (1). Por consiguiente, no queda mis
que aprender a resolver la ecuacién ciibica «reducidax» (3), con cuales-
quiera coeficientes complejos.

Por el teorema fundamental, -la ecuacion (3) posee ires raices
complejas. Sea x, una de estas raices. Introduzcamos una incognita

auxiliar u y examinemos el polinomio
L]

f ()= 1% — apu— —'r: .
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Sus coeficientes son nimeros complejos, poseyendo por lo tanto dos
raices complejas o y p. Por las férmulas de Vieta:

a""ﬁ:::‘:ﬂ! (4)
af —f- )
Poniendo en (3) la expresion (4) de la raiz x,, resulla
(@ B+ plat B)+a= 0.
B+ Bep At p) (@B +g=0
Sin embargo, de (5) se deduce que 3 ap -+ p=20; de donde resulta:

o bien

o | o= —q. (6)
Por olra parte, de (5) =e deduce que

aps p* 7

e A (M

Las igualdades (6) y (7) muestran que los nimeros o y B* son
raices de la ecuacidn cuadritica

Z"’-I-q:—%f-—-“ (8)

con coeficienles complejos.
Resolviendo la ecuacion (8) se obtiene:

,,z pH
bt _t ]/ e
de donde*

4 —‘_f - 3 F o "
e N

Hemos obtenido la siguiente formula, conocida por el nombre de
formula de Cardano, que expresa las,;raices de la ecuacion (3) mediante
sus coeficientes valiéndose de radicales cuadrados v cibicos:

* T
0o, Aot o
o aipo Vi) TG

Como el radical cabico ticne tres valores en ¢l campo de los
nimeros complejos, las formulas (9) dan tres valores para o y tres
valores para f. Sin embargo, al aplicar la férmula de Cardano, no se
puede combinar cualguier valor del radical o con coalquier valor

* No importa cuil de las raices de la ecuacion (8) s=¢ Loma por 2% v cuil
por {3, puesto que en las igualdades (6) ¥ (7), ¥ también en la expresion (4),
o ¥ P oestin situadas simétricamente.
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del radical P: para un valor dado de o se debe tomar solamente
aquél de los tres valores de f que satisface a la condicién (5).

Sea ; uno de los tres valores del radical «r. Entonces, como se ha
demostrado en el § 19, los otros dos se pueden obtener multiplicando
a, por las raices cibicas & y &* de la unidad:

Oy == 48, Oy= 248",
Designemos con Py el valor del radical f que corresponde al valor

a4 del radical o segin (5}, de modo que oyff, = —-%’-.
Los otros dos valores de B serdn

Pa=fie, Ps =P
Como g =1,
atfly = a8 fhre? = ety iyt = ey fhy = "—% .
el valor a, del radical & corresponde al valor f, del radical B; and-
logamente el valor f, corresponde al valor m;. Por lo tlanto, todas
las raices de la ecuacién (3) se pueden escribir del modo siguiente:

Ty = oy -+ iy,
Iy =ty + P = 8 - fie?, (1
Ty = g+ Py = oy€* - fye.

Ecuaciones cibicas con coeficientes reales. Veamos lo que se puede
decir de las raices de la ecuacién cibica reducida

4 pr+q -0, (11)

si sus coeficientes son reales. Iin este caso, desempena un papel
2 3

fundamental la expresion %- - % que figura en la férmula de Car-
dano bajo radical cuadrado. Obsérvese que el signo de esta expresion
es contrario al signo de la expresion

49Tt — il _Es_]

= —4pd— 2Tt = 1{15(4 +35)
denominada discriminante de la ecuacion (11) (compérese mdis abajo,
§ 54); en las formulaciones posteriores se usara el signo del discri-
minante.

1) Sea D << 0. En este caso, en la formula de Cardano, bajo el
simbolo de cada uno de los radicales cuadrados figura un nimero
positivo. Por esto, los niimeros que figuran bajo los simbolos de cada
uno de los radicales cibicos son reales, Sin embargo, la raiz cubica
de un nimero real tiene un valor real y dos valores imaginarios
conjugados. Sea ez; un valor real del radical &; el valor §, del radical B
que corresponde a @, por la férmula (5), también serd real, pues, el
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nimero i también es real. Por lo tanto, resulta que la raiz z; =
= ey — By de la ecuacién (11) también es real. Las otras dos
raices se hallan sustituyendo en las formulas (10) del presente pérrafo

las raices de la unidad & = &; y £* = g, por sus expresiones (7)
del § 19:

g "qie‘i'ﬁtszz'xl(—";,'{-i—.—] -L By (-—-—l——e K3—)
= ._,‘i‘.l.:':_f__l-.,;l,f’" “!;ﬁl

a3 = o8t - Bie = oy (‘_%"‘f“-_ﬁ]_-'ﬁi (—'%"P'f—r) =
_E!,'::i_,; V3 “l;ﬁr ;

como los numeros «; y P, son reales, estas dos raices son nimeros
imaginarios conjugados, pues, el coeficiente de la parte imaginaria
es diferente de cero, debido a que oty == By; €stos son valores de
distintos radicales ciibicos.

Por lo tanto, si D << 0, la ecuacion (11) tiene una raiz real y dos
rafces imaginarias conjugadas.

2y Sea I =0, lin este \".at-su,

rx_], o) L B= 1/__*

Sea aq un valor real del radical ; en virtud de (5), B, también sera

un nimero real, siendo o, = B;. Sustituyendo en las formulas (10),
By por oy ¥y aplicando la igualdad e - g = —1, resulta:
Ty=20y, Ty=04(e+ )= —ay, x3=r0 (24 &)= —a.

Por lo tante, si D = O, lfodas las raices de la ecuacidn (11) son
reales, siendo dos de ellas iguales entre si.

3) Sea, finalmente, £ > 0. En este caso, en la formula de Car-
dano, bajo el radical cuadrado figura un niimero real negativo vy, por
consiguiente, bajo los radicales ciibicos figuran niimeros imaginarios
conjugados. En consecnencia, todos los valores de los radicales & y f§
son ahora nimeros imaginarios, No obstante, entre las raices de la
ecuacién (11) tiene que haber por lo menos una real. Supongamos
que ésta es la raiz

= | Bo.
Como son reales tanto la suma de los nimeros oy v B, como su pro-
ducto, igual a — £, los niimeros a4 y fo son conjugados entre si, pues

son raices de una ecuacidn cuadratica con coeficientes reales. Pero,
entonces, son conjugados entre si también los nimeros coe y Poe?,
16—252
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y también los nimeros eqge? y Pee, de donde se deduce gue Jas rajces
de la ecuacion (11)

xy = ol - B, ay = e - e

también son nimeros reales.

Ha resultado que las tres raices de la ecuacian (11) son reales y,
ademds, como ficilmente se comprueba, entre ellas no hay iguales,
En caso conlrario, la eleccion de la raiz oy se podria realizar de modo
que se cumpliese la igualdad z; = 23, de donde

e (82— e*) = fi, (e — %),

o0 sea, &g — fg, lo cnal es imposible.

Por lo tanto, si D = 0, la ecuacidn (11) tiene tres ralces reales
distirilas.

El dltimo caso que acabamos de examinar muestra que el valor
priactico de la farmula de Cardano es insignificante.

A pesar de que para 1) = () todas las raices de la ecuacion (11)
con coeficientes reales son nimeros realeg, el cileulo de éstas por la
formula de Cardano requiere la extraccion de raices cilibicas de
niimeros imaginarios, lo que sabemos hacer solamente pasando eslos
niimeros a la forma trigonométrica. Por esta razdn, la expresion
de las raices mediante los radicales pierde sn valor practico. Con
métodos que estin fuera de los alcances de este libro, se podria demos-
trar que en el cazo considerado las raices de la ecuacion (11) no se
pueden expresar de ningin modo mediante los coeficientes, emplean-
do radicales con expresiones reales bajo los radicales. Este caso de
solucion de la ecuacion (1) se Hama irreducibie (jno confundir con
la irreducibilidad de los polimonios!)

Ejemplos. 1. Resolver la ecuacidn
pi- 3t —dp—14 0,
La sustitucion y —r—1 rveduece esta ecuacion a la forma
29 —Gr—0 (. (12)
Aqui p= —6, g= —9, por lo cual
1T AL L
LT

o sea, la ecuacion (12) tiene una raiz real y dos raices imaginarias conjuga-
das. Segin (),

Y9 T s AN B
VEr-78 by T Lmi

Por consiguiente, a;-—2, By=1, 0 sea, ry=3. Las otras dos raices se ha-
llap por las Térmulas (10):

o

fy=—gebd o dy= g 2
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De aqui se deduce que las raices de ia ecuacién dada son:

=2, Uz—-—z 5 Ya=—

2. Resolver la ecuacidn
23— 42+ 160
Aqui p= —12, g=16, por lo tanto,
2 3
9t | P
_;"- = }? '(}.
De aqui se deduce que o—7} —8, o sen, @;— —2. En consecuencia,
ry= --—’|. Fy=—=xz3=2.
3. Resolver la ecuacidn
— 19 130 =0,
Aqui p— — 1%, ¢—30, de donde
0 P T84
S

Asi, manteniéndose en el campo de los wimeros reales, la fdrmula de Cardano
no es aplicable a pesar de que =us raices son los nimeros reales 2, 3 vy —5.

Ecuaciones de cuarto grado. La resolucion de la ecuacion de
cuarto grado
ylolaey® byt ey Ld=0 (13)

con coeficientes complejos arbitrarios se reduce a la resolucion de
una ecuacion cibica auxiliar. Esto se consigue con el método signien-
te, perleneciente a Ferrari.
Se reduce previamenie la eccuacién (13) con la suslitucién
3

TR — .‘T' a la forma
b pat - qr--r=0. (14)

Luego, el primer miembro de esta eenacion se transforma idénti-
camente mediante el pardmelro auxiliar @, del modo siguiente:

2 2 .
x| padfqxfor- (x’ L rx) +gz+r—E-—a?— 202 — pa,
o bien

(:ﬁ—i—%—i—a]z—[fZax“—qx - (c.c“--;‘—pcc—r 4 FTz)]_—O. (15}

Elijamos ahora oo de modo que el polinomio que figura entre cor-
chetes sea un cuadrado completo. Para esto, es necesario que tenga
una raiz multiple, es decir, se tiene que curnp]ir la igualdad

gt —4- 20:(&24 po—r4 £ )-—0 (16)
16+
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La igualdad (16) es una ecuacion cibica con respecto a la incognita oo
con coelicientes complejos, Como se sabe, esta ecuacién tiene tres
raices complejas. Sea op una de ellas; en virtud de la formula de
Cardano, ¢sta se expresa por radicales mediante los coeficientes de la
ecuacion (16), o sea, mediante los coeficientes de la ecnacion (14).

Con tal eleccion del valor de e, el polinomio que figura entre
carchetes en (15} tiene una raiz maltiple Z.i , de segundo orden. Por

consiguiente, la ecuacién (15) toma la forma

(:::'-' | %—,‘- o;a}ﬁ—~2ceo (:r—%r:&

es decir, se descompone en dos ecuaciones cuadriticas:

.7:2—-]/2_0:0-.3'--1'- (%-[—an-;—j c itk ]‘-—'”n ]

(1n

r
L.

T
5 —1. !

2 g e q
x _12.0:045,( 2_1/%)

Como las ecuaciones (17) se han obtenido de la ecuacién (14)
haciendo transformaciones idénticas, las raices de las ecuaciones (17)
serin también rafces de la ecnacién (14). Ficilmente se observa
también que las raices de la ecuacion (14) se expresan por radicales
mediante los coeficientes. Aqui no escribiremos las férmulas corres-
pondientes, pues son muy complicadas y practicamente inuatiles;
tampoco estudiaremos separadamente el caso en que la ecuacién (14)
tenga coeficientes reales.

Observacion sobre las ecuaciones de grado superior, A pesar de
que los griegos ya conocian los métodos de resolucion de las ecua-
ciones cuadraticas, el desenbrimiento de los métodos de resolucion
de las ecuaciones de lercero y cuarto grado, expuesto anteriormente,
pertenece al siglo XVI. Durante casi tressiglos se continuaron haciendo
estériles pruebas para dar el paso siguiente, es decir, para hallar
formulas que expresasen las raices de cualquier ecuacion de quinto
grado (o sea, de una ecuacion de quinto grado con coeficientes lite-
rales) mediante sus coeficienles por radicales. Estas pruebas ter-
minaron en los aiios veinte del siglo pasado, después de que Abel
demostré que no existen tales férmulas para las ecuaciones de n-ésimo
grado, cuando » > 5.

Sin embargo, el resultado de Abel no excluia la posibilidad de que
las raices de cualquier polinomio concreto con coeficientes numéricos
se pudiesen expresar de algiin modo mediante los coeficientes emplean-
do alguna combinacién de radicales o, como esti convenido decir,
que cualquier ecuacién se resolviese por radicales. El problema
sobre las condiciones segiin las cuales una ecuacién dada es resoluble
por radicales fue estudiado detalladamente por Galois en los afios
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treinta del siglo pasado. Resulté que para cualquier n, empezando
desde n = 5, se pueden indicar ecuaciones de n-ésimo grado irresolu-
bles por radicales, que tienen incluso coeficientes numéricos enteros.
Tal es, por ejemplo, la ecuacion

af—da—2=0.

Las investigaciones de Galois influyeron definitivamente en el
desarrollo del dlgebra. Sin embargo, nuestra tarea no incluye su
exposicion.

§ 39. Acotacién de las rafces

Ya sabemos que no existe un método para calcular los valores
exactos de las raices de los polinomios con coeficientes numéricos.
No obstante, diversos problemas de la mecdinica, de la fisica vy de la
técnica se reducen al problema de las raices de los polinomios, los
cuales suelen ser a veces de grados suficientemente altos. Esta cir-
cunstancia fue la causa de numerosas investigaciones que ienian por
objeto aprender a hacer tales o cuales deducciones sobre las raices
de los polinomios con coeficientes numéricos sin conocer estas raices.
Se estudiaba, por ejemplo, la cuestién sobre la posicién de las raices
en el plano complejo (las condiciones segin las cuales todas las
raices estdn dentro del circulo unidad, o sea, que en su valor abso-
luto son menores que la unidad, o bien, las condiciones para que
todas las raices estén situadas en el semiplano izquierdo, o sea, que -
sus parles reales fuesen negativas, etc). Para los polinomios de
coeficientes reales, se elaboraban métodos de definicion del nimero
de raices reales, se buscaban las cotas entre las que podian estar
estas raices, etc. Finalmente, fueron dedicadas muchas investiga-
ciones a los métodos del cdlculo aproximado de las raices. Ordina-
riamente, en las aplicaciones técnicas es suficiente conocer solamente
los valores aproximados de las raices con cierta exactitud prefijada,
y si, por ejemplo, las raices del polinomio se expresasen incluso
por radicales, éstos se sustiluirian de todos modos por sus valores
aproximados.

En su tiempo, todas estas investigaciones formaban el contenido
fundamental del Algebra superior. En nuestro curso esta incluida
solamente una parte muy pequefia de los resultados relacionados con
esto y, teniendo en cuenta las necesidades primarias de las apli-
caciones, nos limitaremos al caso de polinomios de coeficienles reales
y de sus raices reales, saliéndonos pocas veces de estos limites.
Ademas, se va a considerar sislemdilicamente el polinomio f (x)
de coeficientes reales como una funcién real (continua) de la variable
real z. Siempre que sea ftil se emplearan los resultados y métodos
del analisis matemilico. .
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I’s conveniente comenzar el estudio de las raices reales de un
polinomio f (¢) de coeficienles reales considerando la grifica de
este poelinomio. Livideptemente, las raices reales del polinomio son las
abscisas de los punlosde intersexcion de su grdfica con el efe x, y silo éstas.

Veamos, por ejemplo, el polinomio de quinte grado

R{z) = ab - 22% — 5% - 8z — T — 3.

Por los resultados del § 24, sobre las raices de este polinomio, se
puede alirmar lo signiente: como es de grado impar, & (z) tiene par
lo menos una raiz real; si el nimero de raices reales es mayor que
una, sera igual a lres o a cinco, pues
¥ las raives hmaginarias son conjugadas

a pares.

El estudio de la grafica del poli-
nomio & (z) permite alirmar algo mis
sobre sus raices. Tracemos esta grafica
(fig. D) *, considerando sdlo los valores
enterps de >y calenlando los valores
correspondientes de & (&) por el método
de Horner:

x|k lx)
s
— 4] =39
— 30 144
—2 83
—1 JH‘
0] —3
. 1| —4
arf2 2 a9

1 I 1

G[HE2a = O F

Vemos, pues, que el polinomio h (z)
posee al menos tres raices reales: una
posiliva o, y dos negativas o, ¥ 23,
siendo
Fig. 9. <oy <2, —i<o<O,
—h <oy — 3.

La informacidn sobre las raices (reales) del polinomio, obtenida
al examinar la grifica, suele ser practicamente bastante buena. Sin
embargo, siempre quedan algunas dudas: no se sabe si verdadera-
mente se han hallado todas las raices o no. Asi, en el ejemplo consi-

* En el dibujo, en el eje y se ha tomado una escala diez veces menur que
en el eje r.
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derado no se ha demostrado que a la derecha del punto z — 2 y a
la izquierda del punto z - —4 ya no hay raices del polinomio.
Ademis, como s6lo se han tomado valores enteros de z, se puede
suponer que la grafica trazada refleja con poca exactitud el
comportamiento de la funcién & (z), pueda ser incluso que no tenga
en cuenta algunas de sus mas pequefias oscilaciones, perdiéndose asi
algunas raices.

Claro, al construir la griafica se podrian tomar no sélo los valores
enteros de z, sino también valores que se diferenciasen en 0,1 o0 en
0,01. Sin embargo, con esto se complicarian considerablemente los
célculos de los valores de & (z), y de todos modos persistirian las
dudas indicadas anteriormente. Por otra parte, con los métodos del
analisis matemdtico se podrian hallar los maximos y minimos de la
funcién & (x) y comparar nuesira grafica con el comportamiento
verdadero de la funcién; pero esto trae consigo la cuestion sobre las
raices de la derivada &’ (x). o sea, el mismo problema que estamos
resolviendo.

De aqui surge la necesidad de mélodos mas perfeclos para la
bisqueda de colas entre las que estin comprendidas las raices
reales de un polinomio de coeficientes reales, y la determinacion
del niimero de estas raices. Ahora nos vamos a ocupar del problema
sobre las cotas de las raices reales, dejando para los siguientes parrafos
la cuestion sobre la cantidad de estas raices.

La demostracién del lema sobre el médulo del término superior
(véase el § 23) proporciona ya una cola para los modulos de las

raices de un polinomio. En efecto, haciendo & 1 en la desigual-
dad (3) del § 23, vesulta que, para
A
|21 +—, 1
] | 1 i“of { )

donde a, es el coefliciente superior y A, el maximo de los médulos
de los demas coeficientes, el médulo del término superior del poli-
nomtio es mayor que el médulo de la suma de todos los demds térmi-
nos. Por consiguiente, ningin valor de x que satisfaga a la desigual-
dad (1) puede ser raiz de este polinomio.

Por lo tanle, para un polinomio f (x) con cualesquiera coeficientes

o . A : i
auméricos, el ndmero 1 -\ 2= s una cota superior para los midulos
i

de todas sus raices, reales o imr;r;!trwrias. Asi, pues, para el polinomio
h (x) examinado mis arriba. esta cota es el nimero Y, puesto, que
a —1, 4 =8

No obstante, esta cota suecle ser demasiadoe grande, si sélo nos
interesan lascotasde las raices reales. Ahorase expondrin otros métodos
mis exactos. Hay que tener presente que a pesar de que se marquen
las cotas entre las que tienen que estar comprendidas las raices
reales del polinomio. esto no significa que lales rafces existan.
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Demoslremos primero que es suficiente conocer la cola superior de
las raices positivas de cualquier polinomio. En efecto, sea dado un
polinomio f (z) de grado n y sea N, una cola superior de sus raices
positivag. Examinemos los pelinomios

w @) =2"1 (5} .
2 (z) = f(—a),
i) =1 (-3)

y hallemos las colas superiores de sus rajces positivas; supongamos
que éstas son los nimeros ¥y, N, y Ny, respectivamente. Entonces,

& 1 " . . " - ; "
el nimero ¥, Serd una cota inferior de las raices positivas del polinemio
1

f (), pues, =i a es una raiz positiva de f (), — @S una raiz positiva de
1 : 1 s i

¢y (x), v de = << Ny, resulta o = 7o Andlogamente, los nimeros

B
: 1 ; F ; ;

— Ny y— w, son las cotas inferior y superior, respectivamente, de las
A

raices negativas del polinomio [ (z). Por lo lanto, todas las raices

positivas del polinomio f () satisfacen a las desigualdades j\_‘:' et
<2 Ny ¥ todas las raices nepativas, satisfacen a las desigualdades

1
—Nz-{.r-:: __Tq-

Para determinar una cola superior de las raices positivas se puede
aplicar el método siguiente. Sea dado un polinomio

f@)=a@z"+a, "+ ... +an

con coeficientes reales, siendo ay = 0. Supongamos ahora que a,.
k=1, esel primer coeficiente negativo; si no hubiese tales coeficien-
tes, el polinomio f(z) no podria tener raices positivas. Sea,
finalmente, B el maximo valor absoluto de los coeficientes negati-
vos. Entonces el niimero
14 E
t V Ly

es una cota superior de las raices positivas del polinomio f (z).

En efecto, suponiendo & = 1 y sustituyendo cada uno de los
coeficientes @, as, . . ., @44 por cero y cada uno de los coelicien-
tes ay, @41y - -+ « 4, por B, se puede disminuir solamente el valor
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del polinomio, resultando
n=Rh4l=
}c(x) 3}{10.2'"—3(:6“_“ —}~.I‘""""‘ 1+ _ ‘i‘x’|' 1] ;!‘Inﬂf" —B :lx—-i-‘1 1
y, como x> 1,
f(2) = apz™ —

Brn-lt+1 rn—h+1

=W{a0r"-l(x—1)—b']. 2)

z—1

.
z:}l—i-]/—f';. (3)

agx" 1 (x—1)— B >ao(z—1)* — B,

la expresién que figura entre corchetes en la formula (2) resulta posi-
tiva, sea, en virtud de (2), el valor de j(x) es estrictamente
positive. Por lo tanto, los valores de z que satisfacen a la desigual-
dad (3) no pueden ser raices de f (x), como se queria demostrar.

Para el polinomio & (z) considerado anleriormente, como k = 2
y 83 = 7, para la cola superior de las raices positivas este mélodo
da el nimero 1 <+ /7, que se puede suslituir por el niimero entero
préximo mayor 4.

De los numerosos métodos existentes de acotacién superior de
las raices positivas expondremos solamente el método de NV ewton. Este
método es mis complicado que el expuesto anteriormente, pero, no
obstante, da ordinariamente, muy buen resultado.

Sea dado un polinomio f (z) de coeficientes reales y con el coefi-
cienle superior positivo a,. Si para x = ¢, el polinomio f (z) y todas
sus derivadas sucesivas [* (x), " (x}, . . ., f (z) toman valores positivos,
el numero ¢ es una cola superior de las raices positivas.

En efecto, segin la férmula de Taylor (véase el § 23),

T@=1@+@—f @+ @—er 54 pa—ey 2

Vemos, que si x> ¢, el segundo miembro serd un nimero estricta-
mente positive, es decir, tales valores de z no pueden ser raices
de f (v).

Al buscar el nimero correspondiente ¢, para un polinomio f ()
dado, es conveniente obrar del modo siguiente. La derivada ™ (z)
= nlay es un namero positivo, de donde, el polinomio f@—1 (1) es
una funcién creciente de z. Por consiguiente, existe un nimero ¢,
tal, que para x>c; la derivada f("—1) (z) es positiva. De esto se
deduce que para x >= ¢, la derivada f("—2) (z) es una funcién crecien-
te de z, por lo cual, existe un numeroc, tal (cz > ¢,), que para = = ¢,
la derivada f("—2) (z) también es positiva. Continuando de este
modo, llegaremos por fin al nimero buscado e.

Si

entonces, como
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Apliguemos el método de Newton al pelinomio k(x) examinado ante-
riormente.
hry=254-229—525 - B2 -T2 3,
L' (2) =5r4 — Br?—1{5x2 |- 16r—7,
B () =203 - 2422 —30¢ - 16,
™ (2) = 60z2 | 48x —30,
LY (z) = 1202 1 48,
1Y (z) =120
Facilmente se comprueba (aunque sea por el método de Horner), que todos estos
polinomios son positivos para z = 2. Por lo tanto, ¢l nimero 2 es una cota
superior de las raices positivas del polinomio h (), resultado que es mucho mas
exacto que los obtenidos por otros métodos.

Para hallar una cota inferior de las raices negativas del polinomio % (),
veamos ¢l polinomio ¢p{z) = —h (—z)*. Como

@o (z) =28 =228 — 508 —Br2—Tu + 3,

i (2) = 524 —Br*— 1522 —16r —7,

G (1) = 2023 — 24,2 =30, — 16,

qF (z)} = 602 —48x —30,

IV {2) =1202 — 48,

oY () = 120,
v todos estos polinomios son positivos para z = 4, lo que fdcilmente so com-
prucha, el niimero 4 es una cota superior de las raices positivas de gz (z), de

donde, el pﬁmero -—‘4 es una cola inferior _de las raices negativas de h (z).
Examinando, finalmente, los polinomios

Py (z) = —zbh (%-] =38 L7 — 828 L 522 —2r —1,

@ (2) = — 25h ( - %) 95Ty — 82352221,

y aplicando de nuevo el método de Newton, para las cotas superiores de las rai-
ces positivas de estos polinomios hallamos los nimeros 1 y 4, respectivamente;

de aqui el nimero IT = 1 es una cota inferior de las raices positivas del poli-

nomio h (z}; el nimero — % es una cota superior de las raices negativas de éste.
Por lo tanto, las raices positivas del polinomio k {(z) estin”comprendidas
entre los nimeros 1 y 2, y las raices negativas, entre los nimeros —4 y — T

Es}; resultado concuerda perfectamente con lo hallado antes al examinar la
grifica.

* Aqui tomamos —h (—z) en lugar de k (—z), porque para la aplicacién del
método de Newton, el coeficiente superior tiene que ser positivo. Naturalmente,
este cambio de signo no influye en las raices del polinomio ¢y (z).
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§ 40. Teorema de Sturm

Ahora estudiaremos el problema sobre el niimero de raices reales
que tiene un polinomio f () de coeficientes reales. Mas, nos interesara
tanto el nimero total de las raices reales como los niimeros de las
raices posilivas y negalivas por separado y, en general, el nimero
de raices comprendidas entre dos nimeros dados a y b. Existen
unos cuantos métodos para la averiguacion del nimero exacto de
raices, siendo éstos demasiado complicados; entre ellos, el mas
sensillo es el método de Sturm que se expondra a continuacion.

Introduzeamos primero una definicién que se utilizard también
en el parrafo siguiente.

Sea dado un sistema finito ordenado de nimeros reales diferen-
tes de cero, por ejemplo,

1, 3, —2, 1, —4, —8, —3, 4, L. (1)
Eseribimos sucesivamente los signos de estos nimeros:
R e R TR . (2)

Observamos que en el sistema (2) figuran cualro veees signos con-
trarios conseculives. FEn virtud de esto, se dice que el sistema orde-
nado (1) presenta cualro variaciones de signo. Naturalmenle, el
nimero de variaciones de signo puede ser calenlado para cualquier
sistema finito ordenado de nimeros reales diferentes de cero.

Consideremos ahora un polinomio f (¢) de coeficientes reales
v supongamos que céste carece de raices mualtiples, pues. en caso
contrario, se le podria dividir por el miximo comin divisor del mismo
y su derivada, Un sistema finito ordenado de polinomios, no nulos,
de cocficienles reales

fl@y=fo(x), fi{z) fal2), o0 us fol®) (3)

se llama sistema de Sturm del polinomio f (2) si se cumplen las
condiciones siguientles:

1) Los polinomios consecutivos del sistema (3) no lienen raices
€OMmunes.

2y El dltimo polinomio f, (x) no tiene raices reales.

3) Si o es una raiz real de uno de los polinomios intermedios
fr (x) del sistema (3), 1-7k<s —1, entonces, fr_y (o) ¥ fu. ()
tienen diferente signo.

4) Si e es una raiz real del polinomio f (x), el producto f () f, (&)
cambia su signo de menos a mds, cuando al crecer & pasa por el
punto . )

El problema de la existencia de un sistema de Sturm para cualguier
polinomio se estudiard mis adelante; alhora, suponiendo que [ (&)
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posea tal sistema, sefialaremos el modo de utilizarlo para averiguar
el nimero de raices reales.

Si el nimero real ¢ no es raiz del polinomio dado f (x) ¥ (3) es el
sistemia de Sturm de este polinomio, tomamos el sistema de nime-

ros reales
fe), fale), fale) -t fsle),

eliminamos en éste todos los nimeros iguales a cero, y designa-
“mos con W (¢) el niimero de variaciones de signo (ue presenta el
sistema obtenido; diremos que W (c) es el nidmero de variaciones de
signo que presenta el sistema de Sturm (3) del polinomio f (x) para z =c *.

Subsiste el siguiente

Teorema de Sturm. Si los nimeros reales a y b, a << b, no son
raices del polinomio f (z), el cual carece de raices muiltiples, entonces
W (a) = W (b), v la diferencia W (@) — W (b) es igual al nimero
de raices reales del polinomio f (x) comprendidas entre a y b.

Por lo tanto, para la determinacién del niimero de raices reales
del polinomio f (2) comprendidas enlre a y b (recordamos que, por
hipotesis, f (x) no tiene raices miltiples), solo hay que averiguar
en cuanto disminuye el nimero de variaciones de signo que presenta
el sistema de Sturm de este polinomio al pasar del valor a al valor b.

Para la demosiracion del teorema, veamos edmo cambia el
niimero W (z) al crecer . Mientras & no pase por alguna raiz de
alguno de los polinomios del sistema de Sturm (3), los signos
de los polinomios de este sistema no cambiardan y no variara el
namero W (x). En virtud de esto, y también debido a la condicion
2) de la definicién del sistema de Sturm, no gueda mas que examinar
dos casos: el paso de x por una raiz de uno de los polinomios inter-
medios fi (z), 1 <<k<s — 1, y el paso de z por una raiz del mismo
polinomio f (x).

Sea oo una raiz del polinomio f, (x), 1 <k<"s —1. Entonces,
por la condicién 1), fu-y (@) ¥ fi4; (@) son diferentes de cero. Por
consiguiente, se podrd hallar un namero posilivo e, posiblemente
muy pequeiio, de tal modo que en el intervalo (@ — &, o + &) los
polinomios f,—, () ¥ f+: (x) no tengan raices, conservando por ello
constantes los signos, que serdn ademads distintos, por la condicién (3).
De esto se deduce que cada uno de los sistemas de niimeros

fr-y (—8), fr(z—2), friy(z—2), (4)
far (e +8), frlo+8)y fra (et 8) (5)

prensentan exactamente una variacién de signo, independientemente
de los signos que tengan los nimeros f), (w —€) y fz (= + &). Por
* Naturalmente, las variaciones de signo que presenta el sistema de Sturm

de un Fo]momw f(z) no tiene nada de comin con la variacion de signo del mis-
mo polinomio f (z), debida al paso de z por una raiz de este polinomio.
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ejemplo, si en el intervalo considerado f,_; (z) es negativo y f 4, (z)
es positivo, y si fr (¢ — &) =0, f, (@ -+ &) << 0, a los sistemas (4)
y {5) les corresponderin los sistemas de signos:

—_ A ey =y =,

9 v T ' ’

Por lo tanto, al pasar z por una raiz de uno de los polinomios inter-
medios del sistema de Sturm, la variacion de signos en este sistema
solo puede trasladarse, mas no podri aparecer de nuevo ni desa-
parecer, por lo que durante tal paso el nimero W (z) no variara.
Supongamos, por otra parte, que ¢ es una raiz del mismo polino-
mio f(x). Segin la condicion 1), en este caso @ no serd raiz
de f; (x). Por consiguniente, existe un nimero positivo & tal, que
el intervalo (& — &, @ - &) no contiene raices del polinomio f; (z),
por lo cual este ltimo mantiene constante el signo en este intervalo.
Si este signo es positivo, en virtud de la condicidn 4), al pasar x
por e, el mismo polinomio f () cambia el signo de menos a4 mds.
es decir, f{z —e&)<<0, f(z -+ &) = 0. Luego, a los sistemas de

nimeros
Jlo—e), fi(z—e) y flate), [i(a|e) (6)
les corresponden los sistemas de signos
—ab WA

o sea, en el sistema de Sturm se pierde una variacién. 5i el signo

de f; (x) es negalivo en el intervalo (& — e, « = £}, de nuevo en

virtud de la condicién 4), el polinomio f (z) cambia el signo de mas

a4 menos al pasar & por e, o sea, f (e —e) =0, f (o + &) << U; a los

sistemas de niimeros (6) les corresponden ahora los sistemas de signos
Ty = Wieme

es decir, en ¢l sistema de Sturm se pierde de nuevo una variacién.

Por lo tanto, el mimero W (x) varia (al crecer x) solamente cuando x
pasa por una raiz del polinomio f (z), disminuyendo eractamente, en
este caso, en una unidad.

Naturalmente, con esto queda demostrado el Leorema de Sturm.
Para aplicar este teorema a la averiguacion del nimero total de
raices reales de up polinomio f (z), es suficiente tomar por a el limite
inferior de las raices negativas y por b, el limile superior de las
raices positivas. Sin embargo, es mas ficil obrar del modo siguiente.
Iin virtud del lema demostrado en el § 23, existe un nimero positivo
N, posiblemente muy grande, tal que para |z | = N los signos de
todos los polinomios del sistema de Sturm coinciden con los signos
de sus términos superiores. En otras palabras, existe un valor posi-
tivo tan grande de la indeterminada x, que los signos de los valores
correspondientes de todos los polinomios del sistema de Sturm
coinciden con los signos de sus coeficientes superiores; este valor
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de z, cuyo caleculo no es necesario, se designa convencionalmente
con el simbolo co. Por olra parte, exisle un niimero negativo z, cuyo
valor absolute es tan grande que los signos de los valores correspon-
dientes de los polinomios del sistlema de Sturm coinciden con los
signos de sus coeflicientes superiores para los polinomios de grado par.
¥ son contrarios a los signos de los coeficientes superiores para los
polinomios de grado impar; convengamos en designar este valor
de » mediante —oo. Esta claro que en el intervalo (—oo, oo) estan
contenidas todas las raices reales de todos los polinomios del sistema
de Sturm y, en particular, todas las raices reales del polinomio f (z).
Aplicando el Leorema de Sturm a este intervalo, se halla el niimero
de estas raices; la aplicacién del teorema de Sturm a los intervalos
(—oo, 0) v (0, co) proporciona el namero de raices negatlivas y el
nimero de raices positivas del polinomio f (z), respectivamente.
No queda mdas que demostrar que cualquier polinomio f (x) de
coeficientes reales que no lenga raices miltiples posee un sistema de
Sturm. Entre los diversos métodos que se emplean para la constroe-
cion de tal sistema expondremos cl mds usual. Hagamos f, (z) -
== f* {x), con lo que se garantiza el cumplimiento de la condicién 4)
de la definicidon del sistema de Sturm. En efecto, si & es una raiz
real del polinomio f (2), se tiene /* (x) == 0. Si f* (=) = 0, entonces
f’ () = 0 en un entorno del punto . Por lo tanto, al pasar x por «,
f (x) cambia el signo de menos a mds; esto mismo se cumple lambién
para el producto f (2) f; (x). Razonamientos analogos son vilidos
también para el caso en que f (=) << 0. Se divide luego f (z) por
fi (@) y el residuo de esta divisién, tomado econ signo contrario, se

toma por fa (z):
f@)y=fi (@) g, (&) — [z ().

En general, si ya se han hallado los polinomios /oy (2) ¥ fi (z), el
polinomio f,4+; () serd el residuo de la divisién de fu-y (x) por
fi {x), tomado con signo, contrario:

Fret (®) = fa (@) g (@) — [ri1 (2). (M

El método expuesto se diferencia del algoritmo de Eueclides.
aplicado a los polinomios.f (x) y f (z), solamente en que cada vez se-
cambia el signo al residuo, y la divisién consiguienle se efectia ya
por este residuo, tomado con el signo contrario. Como al buscar el
méaximo comn divisor este cambio de signos no importa, nuestro
proceso terminara en cierto f, (z), que serd el miximo comin divisor
de los polinomios f (z) ¥ f (z); ademds, como f (x) no tiene raices
multiples, o sea, es primo con f* (z), resulta que en realidad £, (z)
serd un numero real diferente de cero.

De aqui que el sistema construido de polinomios

1@ =fola), ' (@=Fi(a), fal@), -0 ., [a()
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también satisface a la condicién 2) de la definicién del sistema de
Sturm. Para demostrar que se cumple la condicién 1), supongamos
que los polinomios consecutivos f; (z) ¥ fr+i (x) tienen una raiz
comun . Entonces, por la igualdad (7), & también es raiz del poli-
nomio fp_4 (z). Pasando a la igualdad

frez (Z) = froy (2) Quey (@) — fr (2),

resulta que ¢ es también raiz de f,_» (z). Continuando de este modo,
hallamos que ¢ es una raiz comin de f (z) y f* (z), lo que contradice a
las hipétesis hechas. Finalmente, el cumplimiento de la condicién 3)
es consecuencia inmediata de la igualdad (7), pues, si f; (x) = 0,
resulta fr_y (@) = —Fpsq ().

Apliquemos el método de Sturm al polinomio
k(z) =ab-1- 224 — 529 .1- 822 — Tz —3.

examinado en el parrafo anterior. Aqui no mmJlmhummos previamente que h (x}
carece de raices multiples, puesto que el método de construccion del sistema de
Sturm, sirve a la vez para comprobar si el polinomio y su derivada son primos
entre =si.

Iallemos el sistema de Sturm para k (z) aplicando el método indicado.
Mas, a diferencia del algoritmo de Euclides, en el proceso de division mmlti-
plicaremos y simplificaremos s=olamente por nimeros positivos arbitrarios,
puesto que los signos de los residuos desempenan un papel fundamental en el
método de Sturm. Obtendremeos el sistema siguiente:

Tery =20 - 24— DB -1 Ba® — T — 3.
Iy () =Dk -, B — 1522 4162 —7T,
fig fa) o= G623 — 15022 1- 1722 - G,

by (x) — —Aa04x% - 11352 - 723,
Jy {2y = — 32 599 4572 — 8 486 093,
Bip{r)——1.
Determinemos los signos de los polinomios de este sistema para @+ = — oo

v x = oo, para lo cual, segin lo indicado, se deben observar solamente los
signos de los coelicientes superiores y log grados de estos polinomies. Resul-
ta la tabla:

Nimnero de variaciones

By | By (2 | Do () | Dig () | By () | Jig () do signo
— — ol =2 —_ - ’ — 4
=] | s e 7 — — ‘ —_ 1

Por lo tanto, al pasar z de — oo a o, el sistema de Sturm pierde tres varia
ciones de signo vy, por esto, el polinomio &k (z) tiene exactamente tres raices
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reales. De aqui vemos que, al construir la grifica de este polinomio en el
piirrafo anterior, no habiamos perdido ninguna raiz.
Apliquemos el método de Sturm a otro pelinomio mis simple. Sea dado
el polinomio
fa) =a® & 3zt 1.

Hallemos el mimero de sus rafces reales y tam bién las cotas enteras entre las que
estd comprendida cada una de estas raices, sin construir previamente la grafi-
ea del mismo.

El sistema de Sturm de este polinomio es

}(I)ﬁ_.r:l.ll ar2_9q,
fylx) =322 Gr,
fale)— 2z -1,
falm)—1.

Hallemos el nimere de variaciones de signo que presenta este sistema para
x = —ot ¥y T oo,

I Hey | Fled f faled | g N{”mmd::ii;igzﬁMiolms
- s 1 - S 3
o _—‘ + + + 0
Por congigniente, el polinomio f (x) tiene tres raices reales. Para delerminar
mas exactamente la posicién de estas raices, continuemos la tabla anterior:
f&) | 1) | fal2) | falz) N"“'“T%;]l;i;zlllgiucanes
r=—3 —_ EN = __“-‘_-‘_- 3
T=—2 =+ 0 - ( + 2
z=—t1f 4+ | — 4 — | -+ 2
=0 | — | 0 | 4 | 1
z=1 + + + [ + 0

Por lo tanto, el sistema de Sturm del polinomio f (z) pierde una variacidn
de signo cada vez que x pasa de —3 a —2, de —1 a 0 y de 0 a {. Luego,
las raices a;, &z y @a del polinomio satisfacen a las desigualdades:

—dC oy —2, —l<an<0, Oyl
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§ 41, Otros teoremas sobre el niimero de raices reales

El teorema de Sturm resuelve por completo el problema del
nimero de raices reales de un polinomio. No obstante, su defecto
fundamental consiste en que los cdleulos necesarios para la cons-
truccion del sistema de Sturm son muy engorrosos, de lo cual se
puede convencer el lector realizando todos los cileulos respectivos
en e] primero de los ejemplos considerados anteriormente. En virtud
de esto, se demostrarin ahora dos teoremas que no proporcionarin
el nimero exacto de raices reales, sino solamente una cola superior
de este niimero. Después de haber hallado mediante la grifica una
cota inferior para el nimero de raices reales, la aplicacion de estos
teoremas darda la posibilidad de hallar a veces el niimero exacto de
raices reales sin recurrir al método de Sturm.

Sea dado un polinomio f (z) de n-désimo grado, de coeficientes
reales, que puede tener raices mulliples. Consideremos el sistema
formado por sus derivadas sucesivas

@y =1 =), [ (@), (@), ., JO D), S (), (n

en el cual la dltima es igual al coeficiente superior a, del poli-
nomio f (x), multiplicado por n!, conservando por consiguiente
constante el signo. Si el nimero real ¢ no es raiz de ninguno de los
polinomios del sistema (1), el nimero de variaciones de signo que
presenta el sistema ordenado de nimeros

fleh fle), frle) oo J1(e), 09 (o).

se designara con S (¢).

Por lo tanto, se puede consgiderar la Tuncion § (), definida para
los valores de & que no anulan a ninguno de los polinomios del siste-
ma (1).

Veamos como varia el nimero & (z) al crecer . Mienlras 2 no
pase por una raiz de alguno de los polinomios (1), el namero § (x)
no puede variar. 1n virtud de esto, tenemos que examinar dos casos:
el paso de x por una raiz del polinomio f (z) y ¢l paso de x por una
raiz de una de las derivadas /U (z), 1=k n — 1.

Sea @ una raiz miltiple de orden ¢ del polinomio f(z). =1,
o sea,

Flay—f (@)= .. — 00 (@)= 0, f© (a) 0,
Sea & un nimero positivo tan pequeiio que el intervalo (e — ¢,
@ — &) no conlenga raices de los polinomios f(2), J (z), . ..

vy U (2) diferentes de @y no conlenga lampoeo ninguna raiz
del polinomio f( (z). Demostremos que en el sistema de nimeros

fla—s), [ @—g), ..., 0D (@—s), (O (z—r),
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dos nameros conseculivos cualesquiera lienen signos contrarios,
mientras que todos los nfiimeros

fleed-e), fflate), ..oy O e). fO{n—e)

tienen un mismo signo. Como cada uno de los polinomios del siste-
ma (1) es la derivada del polinomio anlerior, no nos gqueda mas gue
demostrar que si # pasa por una raiz o del polinomio f (z), entonces,
independientemente del orden de multiplicidad de esta raiz, f (z)
v {" (x) tenian signos contrarios antes del paso, y después del paso sus
signos coinciden. Si f (@ —e) > 0, entonces f (z) decrece en el inter-
valo (& —e, @), de donde, f" {& — &)< 0; 51 f (e —¢)<Z0, entonces
f(x) crece y, por lo tanto, f" (& — &) = 0. Por consiguiente, en
ambos casos los signos son distintos. Por otra parte, si f (& + g) = 0,
entonces f (z) crece en el intervalo (=, & - &) v ' (& + &) = 0;
anilogamente, de f(x + e) << 0 se deduce que [ (o - &) <<
Por lo tanto, después de pasar por la raiz a, los signos de f (z) y /' (2}
tienen que coincidir.

De lo demostrado se deduce que al pasar x por una raiz de orden
! del polinomio f (), el sistema

1@ 1 @) s 1420 2)y 1)

pierde ! variaciones de signo.
Sea ahora o una raiz de las derivadas

fO (@), fleO(ay, L., fOHD (@), 1 <han—1, 1>1,

no siendo raiz de (=" (z) y tampoco de =1 (z). Por lo demostrado
anteriormente, el paso de z por o da Ingar a una pérdida de [ varia-
ciones de signo en el sistema:

f (x), frig), L., fR-D(E), JOED (2).

Por cierto, este paso puede crear una nueva variacion de signo entre
f&=1 (z) y f® (z); sin embargo, como I>1, al pasar z por a, el
nimero de variaciones de signo en el sistema

fir=1(x), fW (z), ;{{h-l-f) ) ey flel=1} (), flD (:8),

o no varia, o disminuye. Pero, puede disminuir solamente en un
nimero par, pues los polinomios f**—1 (z} y f*+9 (x) no cambian sus
signos al pasar x por el valor .

De los resultados obtenidos se deduce que, si los nimeros a y b,
a << b, no son raices de ninguno de los polinomios del sistema (1), el
miimero de raices reales del polinomio f (z), comprendidas entre a y b
y contadas cada una de ellas tantas veces como lo indique su orden de
multiplicidad, es igual a la diferencia S (a) — S5 (b) o es menor que
esta diferencia en un nimero par.
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Para debilitar las restricciones impuestas a los niimeros a y b,
introduzeamos las signientes notaciones. Supongamos que el niimero
real ¢ no es raiz del polinomio f (z), pudiendo ser, posiblemente, raiz
de otros polinomios del sistema (1). Designemos con S (¢) el nimero
de variaciones de signo que presenta el sistema de nimeros

fe), £le) file), ooo, [0 (c), [ (c) (2
calculado del modo siguiente: si
J9 (€)= JOED () = .. . = fUHi= () = 0, (3)
pero
JO () 0, f04D (c) 0, 0]

entonces se supone que f (c), f+1) (), .. ., fte++1) (¢) tienen el mis-
mo signo que ft*+1) (¢); por supuesto, esto equivale a suponer que al
caleular el nimero de variaciones de signo que presenta el sistema (2),
los ceros se han eliminado. Por otra parte, designemos con S_ (¢) el
nimero de variaciones de signo que presenta el sistema (2), calculado
del modo siguiente: cumpliéndose las condiciones (3) y (4), se supone
que fUHi (e), O<i<l —1, tiene el mismo signo que f(:+ (c),
si la dilerencia ! — i es par, y el signo contrario, si esta diferencia
es impar.

Si se quiere determinar ahora el niimero de raices reales del polino-
nomio f (r), comprendidas entre @ y b, a << b, donde @ y b no son
raices de f {(z), pudiendo ser, posiblemente, raices de otros polinomios
del sistema (1), se obra del modo siguiente. Sea ¢ tan pequefio que el
intervalo (@, @ < 2e) no contenga raices del polinomio f (z) y tampo-
co raices diferentes de a de los demds polinomios del sistema (1);
sea, por otra parte, n tan pequefio que el intervalo (6 — 2y, b) no
contenga raices de f (x) y tampoco raices, diferentes de b, de los
demas polinomios del sistema (1). Entonces, el niimero buscado de
raices reales del polinomio f(z) sera igual al ntimero de raices
reales de este polinomio, comprendidasentre 2 + e y b — 1, o sea,
por lo demostrado anteriormente, sera igual a la diferencia S (a +

e) — S (b —m) oserd menor que esta diferencia en un nimero
par. Mas, ficilmente se observa que

S{a+e)= 8, (a), S(b—n)=5-(b).

Con esto queda demostrado el siguiente

Teorema de Budan — Fourier. Si los niimeros realesa y b, a < b,
no son raices del polinomio f (x) de coeficientes reales, el nimero de
raices reales de este polinomio, comprendidas entre a y b, y contadas
cada una de ellas tantas veces como indique su orden de multiplicidad,
es igual a la diferencia S (a) — S_ (b) 0 es menor que esta diferencia
en un nimero par.

17*
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Designemos con el simbolo oo un valor positivo tan grande de la
indeterminada x que los signos de los valores correspondientes de
todos los polinomios del sistema (1) coincidan con los signos de sus
coelicientes superiores. Como estos coeflicientes son sucesivamenle
los nfimeros ag, nag, 1 (R — 1) ap, . . ., nlag, cuyos signos coinciden,
resulla & (o0)  S_ (o0} 1. Por olra parte, como

finy an, (O a.—y, [7(0) an_p2!,
70y =an_gd!, ..., [ (0)=a, n!,

donde ag, @, - - .. a, son los coelicientes del polinomio f (z),
resulta que S (0) coincide con el niimero de variaciones de signo que
presenia el sistema de coeficientes del polinomio f (2), en el cual no
se cuentan los coeficientes iguales a cero. Asi, aplicando el teorema
de Budan-—Fourier al intervalo (D, c0), resulta el teorema siguiente:

Teorema de Descartes. El mimero de raices positivas de un polino-
mio f(z), contadas cada una tantas veces como indique su orden de
multiplicidad, es igual al nimero de variaciones de signo que presenla
el sistema de coeficientes de este polinomio (los coeficientes iguales @ cero
ro se cuentan) o 'es menor que este nimero en unr nimero par.

ista claro que para la determinacion del namero de raices nega-
tivas del polinomio f (z} es suficiente aplicar el teorema de Descartes
al polinomio f (—z). Naturalmente, si en este caso ninguno de los
coeficientes del polinomio f (z) es igual a cero, a las variaciones de
signo que presenla el sistema de coeficientes del polinomio f(—x)
corresponden permanencias de signo que presenta el sistema de
coeficientes del polinomio f(z), y viceversa. Por lo tanto, si un
polinomio [ (z) no tiene coeficientes iguales a cero, el mimero de sus
raices negativas {contadas con su orden de multiplicidad) es igual al
nimero de permanencias de signo que presenta el sistema de coeficientes
0 es menor que éste en un nimero par.

He aqui olra demostracion mis del teorema de Descartes que
no se basa en el teorema de Budan — Fourier. Demostremos pri-
mero el lema siguiente:

Si ¢ > 0, enlonces el nimero de variaciones de signo que pre-
senta el sistema de coeficientes del polinomio { (x), es menor en un
niimero impar que el ndmero de variaciones de signo que presenla
el sistema de los coeficientes del producto (x —c) f (x).

En efecto, encerrando entre paréntesis los términos conseculivos
de un mismo signo, expresemos el polinomio f (z), cuyo coeficiente
superior a, se supone positivo, del modo siguiente:

Fla) =(apx" + ... | bty — (gl 4 . bphet) L

e (=1 (el A bt (5)
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Aqui ay >0, a; =0, ..., a, >0, mientrag que by, by, ..., b,
son positivos o iguales a cero; pero b, se supone estrictamente posi-
tivo, de modo que z', donde #>0, es la potencia minima de la
indeterminada « que figura en el polinomio f (x), con un coeficiente
diferente de cero. La expresion

agx” 4 ... bttty

puede constar evenlualmente de un solo sumando; esto sucede cnando
fey - 1 n. Observaciones andlogas se refieren también a otras
expresiones entre paréntesis que figuran en la férmula (5).

Escribamos ahora el polinomio igual al producto (& — ¢) f (),
en el que separaremos solamente los términos gue contengan las
potencias n - 1, &y -1, ..., k;, -1 y t de la indeterminada z.
Besulta

(z—e}f(x) =(aox" 4 ... ) — (gt L)
=1 (ﬂ;mhﬁ' B e —ebgyaly,  (6)

donde a; a; + chy, i 1, 2, ..., s, por lo cual, como
¢ = 0, todas las a; son eslrictamente posilivas. Por lo tanto, el
sistema de coeficientes del polinomio f (x) presenta entre los tér-
minos a,z™y —a,z*t (y también entre los términos —a, 2" y ascs, ete).
una variacion de signo, y el polinomio (xr —¢) f (x) presenta
entre los términos correspondientes a agz™t! y —aa’i! (respectiva-
mente, entre los términos —aefi bl y guahet! ele.) una variacion de
signo o mas, pero en esle altimo caso, inevitablemente, en un niimero
par mas. Agui no nos interesan los lngares exaclos de estas variacio-
ues de signo; por ejemplo, puede ocurriv que el coeliciente de aMit2
en (6) sea negativo, igual que el coefliciente —a; y que, por esio,
estos dos coelicienles conseculivos no presenlen variacién de signo,
es decir, que entre los paréntesis primeros las variaciones de signo
estén situadas antes. Obsérvese ahora que los altimos paréntesis en
(5) no presentaban ninguna variacion de signo, mientras que los
altimos paréntesis en () si presentan, y, ademas, un niimero impar de
ellas. Téngase en cuenla que los (ltimos coeficientes de los polino-
mios f () y (zr —e¢) f(x), diferentes de cero, o sea, (—1) by
v (—1)*"'h, e, lienen signos contrarios. Por lo tanto, al pasar de
flr) a (x —e)f (z) el nimero total de variaciones de signo que
presenla el sistema de coeficientes aumenta inevitablemente en un
namero impar (naturalmente, la suma de unos coantos términos,
de los cuales uno es impar y los demis son pares, es impar). El lema
estd demostrado.

Para demostrar el teorema de Descartes, designemos con
oy, g, - .., oy todas las raices positivas del polinomio f (z).
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Por lo tanto,
f(o)=(x—oy) (z—p) - - . (z—an) p (2),

donde ¢ (x) es un polinomio de coeficientes reales sin raices reales
positivas. De agui se deduce que el primero y el Gltimo coeficiente
del polinomio ¢ (z), diferentes de cero, son de un mismo signo, o sea,
el sistema de coeficientes de este polinomio presenta un nimero
par de variaciones de signo. Aplicando ahora sucesivamente el lema
demostrado anteriormente a los polinomios

q(2), (@—a) (), (—oy)(z—a) @ (@), ..., f(2),

se obtiene que el nimero de variaciones de signo que presenta el
sistema de coeficientes aumenta cada vez en un nimero impar, o sea,
en una unidad mas un nimero par; por esto, el ntimero de variaciones
de signo que presenta el sistema de coeficientes del polinomio f (x)
es mayor que el nimero £ en un nimero par.

Apliquemos los teoremas de Descartes y de Budan-Fourier al polinomie
examinade anteriormente:

h(zy=2z8-1. 224 —5z% - B2 —Tr—

El nimerp de variaciones de signo que presenta el sistema de coeficientes
os igual a tres ¥, por consiguiente, segin el teorema de Descartes, h (£) puede
tener una o tres raices positivas. Porotra parte, h (x) no tiene coeficientes igua-
les a cero, y como el sistema de coeficientes presenta dos permanencias de
signo, resulta que k& (x) o bien tiene dos raices negativas, o bien, no tiene ningu-
na. Comparando con los resultados obtenidos antes mediante la grifica, vemos
que dos es el nimero exacto de raices negativas de nuestro polinomio,

Para la determinacidn exacta del niimero de raices positivas, aplicaremos
¢l teorema de Budan-Fourier al intervalo (1. =a), pues, en el § 39 ya se habia
demostrado que 1 es una cota inferior de las raices positivas del polinomio h ().
Las derivadas sucesivas de & (z) también fueron halladas en el § 39. Hallemos
sus signos para r =1 y = = oo!

h(x) |7 (@) | a" (r)lk"(x) WY 2y | aY (@) x"‘“‘“"“déli_.i‘;;f,';““““"*
z=1| — | + | + l - l + \ + 1 1
= + | + | + | + | + l + . 0

De aqui se deduce, que el sistema de derivadas, al pasar z de 1 a oo, pierde una
variacién de signo, por lo que, h(z) ltiene exactamente una raiz positiva.

Obsérvese que, en general, al buscar el niimero de raices reales
de un polinomio, se debe comenzar con la construccién de la grifica
y aplicar- los teoremas de Descartes y Budan-Fourier; solamente
en casos muy extremos se debe pasar a construir el sistema de Sturm.
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El teorema de Descartes se puede precisar cuando se sabe previa-
mente que todas las raices del polinomio son reales, como esto tiene
lugar, por ejemplo, en el caso del polinomio caracteristico de una
malriz simétrica. Resulta que:

Si todas las raices del polinomio f (x) son reales y el término indepen-
diente es diferente de cero, el niimero ky de raices positivas de este poli-
nomio es igual al niimero s, de variaciones de signo que presenla el
sistema de sus coeficientes, y el nimero ko de raices negativas es igual al
nimero sy de variaciones de signo que presenta el sistema de coeficientes
del polinomio f (—z).

En efecto, en estas condiciones,

ky+kg=n, (7
dende n es el grado del polinomio f(z), y. segin el leorema de
Descartes

foy = 8y, g <l 8a, (5
Demostremos gque
Sy 8y <IN, {49)

La demosiracion se haea por el método de induccion sobre n. pues-
to que, como ay == U, a, =0, para n — 1 presenla varviacion de
signo solamente uno de los polinomios

[(z)=asr+ay, [{—2)= —agx - aq,

o sea, en este caso s 0 5. — Lo Supongamos que la [rmula (9)
va esti demostrada para los polinomios de grado menor gue n. Si

F@) =@z | tpgxt oL,
donde f=on—1, a,.;==0, hacemos
() == @izt + ... +ap.
ntonces
fle) —au” = g(z), f{—x)={(—D"ex"  g(—).

Si s v s, son los ndmeros de variaciones de signo que presentan los
sistemas de coeficientes de los polinemios g (x) v ¢ (—r), respectiva-

bl

mente, entonees, segin la hipétesis de induccion (elaro que £ - 1),

81+ 5, 5 L
Sif — n—1. entonces, solamente uno de los polinomios f () o f { —z)
presentard una variacion de signo en el primer silio, o sea. para
J(x), entre a, v a, -y por consigniente
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Sil<n —2, entonces, cada uno de los polinomios f (x), f { —z) puede
presentar variaciones de signo en los primeros lugares, pero, en este
caso,

St Ss b syt2<t4 2 (n—2)+2-=n.

Confrontando (7), (8) ¥ (9), =e obtiene que
hy sy, b= 8

como se (ueria demostrar,

§ 42. Caleulo aproximado de las raices

Los métodos expuestos en los piarrafos anteriores permilen efec-
tuar la separacidn de las raices reales de un polinomio f (x) de coefi-
cientes reales, es decir, indicar para cada raiz las cotas entre las que
la raiz esti comprendida. Si eslas cotas son bastante estrechas, cual-
quier niimero comprendido entre ellas se puede Lomar por valor
aproximado de la raiz buscada. Por lo tanto, después de establecer,
por el método de Sturm (o por otro método mis sencillo), que entre
los nimeros racionales @ y & esta comprendida una sola raiz del
polinomio f (z), se plantea el problema de aproximar eslas colas
entre si, de modo que las nuevas cotas @’ y b’ tengan un nimero
prefijado de sus primeras cifras decimales iguales; con esto, la raiz
buscada quedara caleulada con la exactitud dada.

Existen muchos métodos que permiten hallar con suficiente rapi-
dez el valor aproximado de la raiz con la exactitud deseada. Aqui
se indicarin dos de ellos, los que tedricamente son mas simples
y generales; al aplicarlos simultdneamente se obliene el resultado con
una rapidez satisfactoria. Iis menester observar que los métodos que
se van a exponer, no s6lo pueden aplicarse a los polinomios, sino
también a clases mas amplias de funciones continuas.

A continuacién se supondri que « es una raiz simple del polino-
mio f (z) (ya que podemos librarnos siempre de las raices multiples)
y que la raiz a ya esta separada de las demas raices por las colas
ay b, a<<a < b;en particular, de aqui se deduce que f (a) y f (b)
tienen signo contrario.

Método de interpolacién lineal (llamado también regula falsi).
Por valor aproximado de la raiz o se podria tomar, por ejemplo, la
semisuma de las cotas a y b, E%E, o sea, el punto medio del inter-
valo limitade por los puntos a y b. Sin embargo, es mds natural
suponer que la raiz estd mas cerca de la cola que corresponde a un
valor absoluto menor del polinomio. El método de interpolacion
lineal consiste en que se toma por valor aproximado de la raiz o
el nimero ¢ que divide el intervalo (a, ) en partes propercionales
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a los valores absolutos de los nlimeros § (a) y f (b), o sea,
c—a fla) |
b—e ()’
el signo menos del segundo miembro es debido a que f (a) y f (b}
tienen signos conlrarios. De aqui que

b (a)—af (b)
T T@=re) L

Como muestra la fig. 10, el método de interpolacién lineal con-
siste en que en el intervalo (a, b) la curva y — f () se suslituye por
la cuerda que une los puntos A4 (a,
fla)) vy B (b, f(b), tomando por y
valor aproximado de la raiz o la abscisa
del punto de interseceion de esta cuerda
con el eje x. f(a)

Método de Newton. Como o es una
raiz simple del polinomio f(z), se % L
tiene f* («) == 0. Supongamos que tam- 0 a cNf(b}
bién f" (=) = 0, pues, en caso con-
trario, el problema se reduciria al
caleulo de la raiz del polinomio f* (), Fig. 10.
que es de menor grado que f (). Supon-
gamos que el intervalo (a, &) no contiene raices de f () diferenles
de o, ni conliene tampoco ninguna raiz del polinomio f° (&) y del

A

¥ y r
& 8
ad a a
= I —
a yﬁ b a d b T
A A
Fig. 11. Fig. 12,

polinomio f” (x) *. Por lo tanto, como se deduce del curso de analisis
matematico, en el intervalo (e, &) la curva y - f (x) es mondlona
creciente, o es monolona decreciente; ademas, en todos los puntos

* El estrechamiento de las cotas que da lugar a que se satisfaga esta condi-
cién se consigue ordinariamente sin dificultad alguna, pues los métodos expues-
tm anteriormente permiten determinar el nimere de raices de los polinomios

“{z) ¥y {77 (&) en cualquier intervalo.
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de este intervalo la convexidad esta dirigida hacia arriba, o en
todos los puntos la convexidad esta dirigida hacia abajo. Por con-
siguiente, en la representacién de la curva en el intervalo (a, b)
pueden presentarse cuatro casos, expuestos en las figs. 11 —14.

¥
qh

A

db__ o‘aaa\j *
a @
TN

Fig. 13. Fig. 14.

o

Designemos con ay uno de los extremos a o b, en el gue el signo
de j (r) coincide con el signo de /7 (z). Como f (a) v § (b) Lienen signos
distintos y f” (x) conserva el signo en todo el intervalo (a, b). tal 4,
puede ser indicado. En los cases representados en las figs. 11 y 14,

¥
A
b d
o] a acV Ty
B
Fig. 15.

a, == a; en los otros dos casos, a, — b. Tracemos por el punto de
abscisa @y, es decir, porel punto de coordenadas (a,, f (ao)), la tangen-
te a la curva y — f (x) ¥ designemos con d la abscisa del punto de
interseccién de esta tangente con el eje z. Las figs. 11 —14 muestran
que el niimero d se puede tomar por valor aproximado de la raiz c.
Por; consiguiente, el método de Newton consiste en sustituir la
curva ¥ = f (z) en el intervalo (a, ) por su tangente, trazada en
uno de los extremos de este intervalo. La condicién impuesta a la
eleccidn del punto a, es esencial: la fig. 15 muestra que omitiendo
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esta condicién el punto de interseccidn de la tangente con el eje x
puede estar muy lejos de ser una aproximacion de la raiz buscada.
Hallemos la férmula segin la cual se busea el nimero d. Como
se sabe, la ecuacion de la tangente a la curva y  f () en el punto
{@g, [ (ap)) =e puede escribir en la
forma ¥

y—1(ag) = [ (ao) (x —uq). A
Poniendo aqui las coordenadas (d, O
del punto de interseccion de la tan-
gente con el eje z, resulla !

— f (o) = f" (1ta) (d —u10), g ad '-f'\‘ |
de donde

3 f o) 9
do o=y @ ?
Si el lector une en las figs. 11 —14
los puntos A y B con cuerdas, obser-
vara que en fodos los cusos los métodos de interpolaciin lineal y de
Newton dan una aproximacion al valor verdadero de la raiz o por
ladoes diversos. Por esto, si el intervalo {(a, #) satisface a lax condicio-
nes que se piden en el método de Newton, es convenienle combinar
eslos (dos métodos. De este modo se obticnen para la raiz unas cotas
mas estreehas: e v do 51 cstas no dan Lodavia Ln exactitud de apro-
ximacion pedida, se les pueden aplicar olra ver mis o estos limites
ambos métodos (véase la lig. 16), cte; ademas, =e puede demostrar
que e<te proceso permite caleulur verdaderamente la valy o« con Ia
exactitud que se desec.

Fig. 16.

Apliguremos estos miétodos al polinomio
fefry  aP -2l 0z Bt —Tz 01,
considerado en los piarrafos anteriores.
Ya sabemos gque este polinomio L

e una ratz simple o comprendida entee
los limites 1 =Tey <2 2, Se puede aficmar previamente, que estas cotas son dema-
stado amplias para que los métodos de interpolaciin lineal y de Newton, apli-
cados una sola ver, puedan dar un buen resultado. Sin embargo, los aplicare-
mos para tener un ejemplo de caleulos poco complicados,

Como ya vimos en el piveafo anterior, paraz -1 las derivadas /7 {00, 27 (7).
., kY (2} toman valores posilives. Basindose en los resultmlos del § 39, se
deduee que el valor » - 1 es, para &7 (2), ¥ también para &* (), una cota supe-
rior de las ralees positivas, Pore consiguiente, ol intervalo (1. 2 no contie
raices e estas derivadas, pudiéndose aplicarle el método de Newlon, Ademis,
B* (x) s positiva en todo este intervalo, ¥ como

ftfy o —=AL B{Z) =239,

hay que poner ay 2. Teniendo en cuenta que A°{2) 108, aplicando la
formula (2), hallamaos:

L300 179

e bel same
ST T A
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L £
D= L8 AT
-3 A

v, por consiguiente, la raiz g esta comprondida entre las colas
1,08 <7 oy <2 1,65,

Hemos obtenido un estrechamiento de las cotaz demasiado insignificante
para que este resultado sea satisfactorio. Claro, a las nuevas cotas obtenidas
se les podrian aplicar de nuevo nuestros métodos. Sin embargo, seria conve-
I]ii'llll"l.‘l“ul’d!’.:it]l? el principio parac, unas cotas hastante estrechas, porejemplo,
con una exactitud de 0,1 e i'l'll.'lh\!"v(l hasta de 0,01, y solamente después aplicar
estos métodos. Naturalmente, este darfa lugar a que los caleulos se complica-
sen muchisimo, pero al resolver problemas coneretos. en los que se necesitan cono-
cer las ¥ ¢ de un polinomio con bastante exactitud, no hay mas remedio
fque acluar e este modo. ;

Volvamos a examinar nuestro polinomio k (r) v su raiz gy, Obséryese que
todos los valores de los polinomios que aparecen a continuacion se caleulan por
la regla e Horner. Como

BOLAY O 3URT, A L) 00662923851

se tiene
(IR Rl T W

es decir, hemos hallado el valor de Lo vaiz oy con una exactitud de 0,01, Apli-
quemos ahara los métodos de interpolactin lineal a estas nuevas cotas:
Lo — 0, 13987 — 1,30, 0662023851 (b, 26945 098006:
' — 0, 13987 — U, 0662023801 12061623851

1, 30675 ...

Apliguemos ¢l método de Newton a estas mismas cotas, en donde =e
debe poner ap 1,310 Como
RBO(1,30) 20, 928220500,
se tiene
O, UBG2923801 27, 3406581 1200
002822405 20, 92822305

- 13 - 1, 30083 ..

Paor lo tanto
1, 30678 <7 arg <2 1, 30485,

por consiguiente, poniendo ey 1,30681, se comete un error menor que 0,00003.

Hasta ahora no hemos demostrado que los métodos expueslos
anteriormente permiten calcular la raiz con la exactitud deseada,
o sea, no hemos demostrado la convergencia de estos métodos.
Demostremos esto inicamente para el método de Newton.

Supongamos de nuevo que la raiz simple « del polinomio f (x)
estd contenida en el intervalo (a, b), siendo ésle elegido de la forma
necesaria para la aplicacion del método de Newton. De aqui se dedu-
ce, en particular, la existencia de unos nimeros positivos A y B
tales, que en todo el intervalo (a, b}

[/ (@) =4, | (x}| < B. (3)
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Hagamos la notacion

Yy supongamos que
C(b—a)<1. (4)

Para que se cumpla esta desigualdad, habri posiblemente que susti-
tuir las cotas (a, b) de la raiz « por otras mis estrechas, lo cual no
influye para que se cumplan las desigualdades (3). Sea a, la cota
a o b, a la que se debe aplicar el método de Newton. Aplicando la
formula (2), por valores aproximados de la raiz o obtenemos, sucesi-

vamente, los numeros ay, @, ..., @4, ..., situados en el inter-
valo (@, b) y relacionados entre si por las ignaldades
Q. ¥
an :fx,;_.—%. k=12, ... (5)
Sea
o=ty by, k=0, 1, 2, ... (63)
lintonces

, i
0=/ (o) = F (@) + ko’ (an) 25 " (s | Ohs),
donde 0 << 0 << 1. Debido a las condiciones impuestas al intervalo
{a, b), {" (ay) == 0, y teniendo en cuenla (D) y (6), resulta:

B f"an Ol ey flax)
M S T R _("‘"—‘T’(an)]

De aqui

S — =y

[flag = Ohgd| 0 T . -
”‘"hll| - i, W = iy T 'hi, b Qe 4y 2y

Por lo tanto,
T MRS T S e PR | alt+1
|h.;”||«-:;__fh;|, <z ;r‘t’.flx il 'f?};_g*'-hh el S ']p.‘-; :

o bien, como |hy| |z—ay|<b—au,
N Sl ’ -
[ Rpa | == 71 (b—a)]2" T, =0, A, 8, (7)
En virtud de la condicion (4), de aqui se deduce que la diferencia hy
entre la raiz o y su valor aprorimado a,y, obtenido por aplicacion reite-
rada del método de Newton, tiende a cero al crecer k, como se queria

demostrar.

Senalemos que la formula (7) da una ecota del error parva la (k + 1)-
¢sima aproximacion, lo cual es importante si el método de Newton
se aplica solo, y no en combinacién con el método de interpolacion

lineal.
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EEn los cursos de la teoria del cileulo aproximado, el lector podra
hallar procedimientos mdas racionales para realizar los cileulos
con los métodos expuestos. En estos mismos cursos se puede hallar
la exposicion de muchos métodos de cilculo aproximado de raices.
Entre éstos, el mas perfecto es el mdlodo de Lobachevski {(a veces,
llamado equivocadamente método de Griiffe). Lste método permite
hallar simultineamente los valores aproximados de todas las raices,
incluyendo las imaginarias, sin exigir la feparacion previa de ellas;
no obstante, requiere caleculos muy complicados. Este método se basa
en la teoria de los polinomios simétricas expuesta en el cap. 11.



CAPITULO X
CAMPOS Y POLINOMIOS

§ 43. Anillos y campos numéricos

lin muchos de los apartados anteriores del curso nos encontriba-
mos en la situacion siguiente: exponiendo un tema, se permitia
operar, o bien con nimeros complejos arbitrarios, o bien solamente
con numeros reales. Pero, después advertimos que los resultados
obtenidos tienen también valor cuando se consideran solamente
ntimeros reales (o que se generalizan respectivamente, palabra por
palabra, para el caso de nidmeros complejos arbitrarios). Por regla
general, en todos estos casos se podia observar que la teoria expuesta
se conservaria enteramente también en el caso en que se permitiese
tratar solamente con nimeros racionales. Ha llegado ya el momento
de explicar al lector las causas verdaderas de este paralelismo,
para exponer el material ulterior en su generalidad natural, es
decir, en el idioma algebraico usual. Con_ este fin, introduciremos
el concepto de campo y tambhién el de anillo. A pesar de ser este
iltimo un concepto mis amplio, en nuestro curso va a desempeiiar
un papel auxiliar.

Esta claro que los sistemas de todos los nimeros complejos. de
todos los niimeros reales y de todos los nimeros racionales, al igual
que el sistema de lodos los nimeros enteros, peseen la propiedad
comin de que en cada uno de ellos, manteniéndose dentro de los limites
del mismao sistema, no silo se puede efectuar la suma y el producto, sino
también la resta. Esta propiedad de los sistemas numéricos indicados
los distingue, por ejemplo, del sistema de los nimeros enteros posi-
tives 0 de los nimeros reales positivos.

Todo sistema de nimeros complejos, o, en particular, reales,
que contiene la suma, la diferencia y el producto de dos cualesquiera
de sus nimeros, se llama anillo numérico. Por lo tanto, los sistemas
de todos los numeros enteros, racionales, reales o complejos, son
anillos numéricos. Por otra parte, ningin sistema de niimeros posi-
livos sera un anillo, pues, =i ¢ y b son dos nimeros posilivos
diferentes, entonces, @ — b o b — a serid negativo. Un sistema
cualquiera de nimeros negativos tampoco sera anillo, aunque =ilo
sea por el hecho de que el producto de dos nimeros negativos esx
positivo.
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Con los cuatro ejemplos considerados anleriormente no se agotan
ni mucho menos los anillos numéricos. Ahora se van a senalar otros
ejemplos, cuya comprobacion de que el sistema considerado de
nimeros es verdaderamente anillo, se dejara al leclor.

Los nimeros pares forman un anillo; en general, para cualquier
numero natural n, el conjunto de nimeros enleros divisibles por
n es un anillo. Los nimeros impares no forman anillo, pues la suma
de dos niimeros impares es par.

I3s anille el conjunto de los numeros racionales cuyos denomina-
dores, en las expresiones en forma de f[racciones irreducibles, son
potencias del nimero 2; en particular, a este conjunto pertenecen
todos los nimeros enteros, pues, sus expresiones irreducibles tienen
en el denominador el nimero 1, o sea, dos elevado a la potencia cero.
En este ejemplo, en lugar del nimero 2 se podria tomar, najural-
mente, cualquier nimero prime p. IIn general, tomando cualquier
conjunto de nitmeros primos, finito e incluso infinito, y considerando
el sistema de los niimeros racionales cuyos denominadores, en las
expresiones en forma de fracciones irreducibles, pueden dividirse
solamente por los ndmeros primos que pertenecen al conjunto consi-
derado, se obtiene también un anillo. Por otra parte, el conjunto de
los niimeros racionales cuvos denominadores, en las expresiones en
fracciones irreducibles no se dividen por el cuadrado de ningin
nimero primo, no es un anillo, puesto que la propiedad indicada no se
conserva al multiplicar,

Veamos ejemplos de anillos numéricos que no pertenccen enlera-
mente al anillo de las nlimeros racionales. Bl conjunto de los ntmeros
de la forma

a bV, (1)

donde @ y b son nimeros racionales arbilrariog, es un anillo; a éste
pertenecen, en particular, todos los numeros racionales (cuando
b = 0), y también el mismo nimero )2 (cuando a — 0, b = 1).
También obtendriamos un anillo, si nos limilisemos a considerar
sofamente los nimeros de la forma (1) con coeficientes enteros a, 6,
. . i N re
Claro, en estos ejemplos, en Ingar del nimero }” 2 se podria tomar J' 3
.
o 5, ete.
El sistema de nimeros de la forma

(2)

5
a-- by

con cualesquiera coeficientes racionales (o solamenle con enleros
cualesquiera) a, &, no forma anillo, pues, como ficilmente se com-
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prueba, el producto del niimero 2 por si mismo no puede ser expre-
sado en la forma (2) *.
Sin embargo, el sistema de niimeros de la forma

a++-by2teyi (3)
con cualesquiera coeficientes racionales a, b, ¢, es ya un anillo, y esto
mismo tiene lugar =i se considera el caso de coeficientes enteros.

xaminemos ahora todos los niimeros reales que se pueden obte-
ner aplicando varias veces las operaciones de adicién, multiplicacién
y sustraccién al nimero m, bien conocido por el lector, y a niimeros
racionales cualesquiera. Estos son los niimeros que se pueden escribir

en la forma
ag - @y - @t | . L A apan®, (4)

donde a,, ay, as, . .., @, son numeros racionales, n = 0. Obsérvese
que ningin nimero puede poseer dos expresiones distintas de la
forma (4), puesto que, en caso contrario, tomando la diferencia de
dos expresiones de éstas obtendriamos que el niimero nt tendria que
satisfacer a una ecuacion de coeficienles racionales; sin embargo,
con los métodos del andlisis matemitico se demuestra que m no
puede satisfacer a ninguna ecuacién de coeficientes racionales, o sea,
es un numero trascendente. Por cierto, sin aplicar este resultado,
o sea, sin suponer que la exprezion de un niimero en la forma (4) sea
unica, =e puede demostrar que los niimeros de la forma (4) forman
un anillo.

E1 conjunto de los niimeros que se obtienen del nimero nt y de los
niimeros racionales aplicando varias veces las operaciones de sumar,
multiplicar, restar y dividir, es también anillo. Para la demostracion
no hay necesidad de buscar alguna expresion especial buena para los
niameros considerados (a pesar de que podria hallarse): si los mimeros

* [n efecto, supongamos que
Vi=a b7y 2, 21
donde los nimeros e ¥ b son racionales. Multiplicando ambos miembros de esta
igualdad por | 2, obtenemos:
2 a2 b7 4
Poniendo aqui la expresién (2°) para } 4, después de ciertas transformaciones
=imples llegamos a la ignaldad

(a1 0272 2—ab. (2"
Sioa L B% £ 0, resulta,
3-— 2-—al
B o
Vi=rmu

lo cual es imposible, pues, el segundo miembro es un numero racional. Si a +
= 0, en virtwd de {2''), también 2 — ab = 0. De estas dos lg'uuldadu
resulta que &3 = —2, lo cual de nuevo es meus:ble, pues el mimero b es racional,

18252
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« ¥ f se han obtenido del nimero n y de ciertos nameros racionales,
empleando las operaciones indicadas, esto mismo es cierto para los
nimeros o - B, o — B, af, y también (siendo P== 0) para el
nimero .

Por fin, lomando el conjunto de nimeros complejos o - bi
con cualesquiera coeficientes racionales a, &, se obliene un anillo;
eslo mismo resulla enando nos limilamos a coelicientes enteros a, b,

Los ejemplos examinados no pueden dar una idea completa de
la diversidad de anillos numéricos existentes. Sin embargo, aqui
no vames a conlinuar la lista de ejemplos ¥ pasaremos a estudiar un
caso expecial y muy importante de anillos numéricos. Por supuesto,
ya sabemos que en los sistemas de lodos los niimeros racionales, de
todos los nimeros reales y de todos los niimeros complejos, se puede
clectuar Ia division ilimitadamente {excepto la divis por cerao),
mientras gue la divisidon de los nidmeros enteros sale fuera de los
linites del sistema de estos nimeros. IHasta ahora no habiamos
prestado atencion a esta distineion pera. en realidad, es muy impor-
tante y conduce a la definicion siguiente.

Un anillo numérico se Hama campo numérieco, si ésle contiene el
cociente de dos coalesguiera de sus mimeros (se supone que el divisor
es diferente de cero). Por consiguiente, se puede hablar del campo
de nimeros racionales, del campo de ntmeros reales, del campo de
nimeros complejos, por otra parte, el anille de los niimeros enteros
no forma un campo.

El realidad, algunos de los ejemplos considerados anteriormente
de anillog numéricos son campos. Ante Lodo, ohsérvese que no existen
campos numéricos distintos del campo de ntmeros racionales y con-
tenidos totalmente en éste (no se considera campo el gsistema formado
por el cero tinico). Se cumple incluso la siguiente afirmacion mis
general:

El campo de nimeros racionales estd contenido totalmente en cual-
quier campo numérico,

En efecto, sea dado un campo numérico, que designaremos con la
letra P. Si ¢ es un ntmero arbitrario del campo P y diferente de
cerp, P contiene también el cociente de la division del nimero «
por si mismo, o sea, el nimero uno. Sumando unas cuantas veces la
unidad consigo misma, obtenemos que todos los ndmeros naturales
estan contenidos en el campo P. Por otra parte, en el campo P liene
que estar contenida la diferencia @ — a, © sea, el numero cero, y,
por esto, también pertenoce a P el resultado gue se obtiene al restar
de cero cualquier niimero natural, es decir, cualquier nimero entero
negativo. Finalmente, en el campo P estian contenidos también los
cocientes de los niimeros enteros, o sea, en general, todos los niimeros
racionales.
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En el campo de los niimeros complejos estin contenidos muchos
campos distintos, siendo el campo de niimeros racionales el menor
de ellos. Asi, pues, el anillo de los nimeros de la forma

a -byzZ (5)

con coelicientes racionales (y no sélo con enteros) arbitrarios a, b,

es un campo. lin efecto, consideremos el cociente de dos nimeros de

la forma (5), @ -- b} 2 y ¢+ d 12, donde se supone que este filtimo

es diferente de cero; por consiguiente, también es diferente de cero
el nimero ¢ — d |2 de donde,

a=b 12 (a3 {e—a D) ~ ac—2bd | be—ad

e lad V2 (e- d 12) (e—a )/2) eR—2d% 0 T 22

Ilemos oblenido de nuevo un nitmero de la forma (), manteniéndose
racionales los coeficientes. Naturalmente, en este ejemplo so puede
=ustituir el ndmero 2 por la raiz cuadrada de cualquier niimero
racional, cuya raiz cuadrada no pudiese ser extraida en el mismo
campo de nitmeros racionales. Asi, pues, los niimeros de la forma
@ - bi con coeficientes racionales a, b forman un campo.

§ 44, Anille

n distinlas ramas de las matemilicas y en sus aplicaciones,
siele ocurrir frecuentemente que las operaciones algebraicas no se
efecliian con nimeros, sino con objelos de natnraleza distinta. In los
capitulos anleriores se pueden hallar muchos de estos cjemplos
recordemos el producto y la suma de matrices, la suma de veelores,
las operaciones con los polinomios, las operaciones con las trans-
formaciones lineales. La definicién general de operacion algebraica
a que satistacen las operaciones de sumar y de mulliplicar on los
anillos numéricos, ¥ también las operaciones en los cjiemplos indi-
cados, consiste en lo siguiente.

Sea dado un conjunto M que conste de niimeros o de objetos de
naturaleza geoméltrica, o en general, de algunos entes, que llamare-
mos elementos de cste conjunto. Se dice que en el conjunto M estd
definida una operaciin aigebraica, si esti indicada una regla segiin
la cual, a cada par de elementos a, b de este conjunio se pone en co-
rrespondencia de un modoe univoco un tercer elemento e, pertenecien-
le también a M. Esta operacién puede lNamarse adicion {n suma),
y entlonces, ¢ se Hamard suma de los elementos a y b, represenlindose
con la notacién ¢ -~ a - b; esta operacion puede Hamarse meultipli-
cacion, o sea, ¢ seria el preducte de log clementos « y b (e = ab)y;
[inalmente, es posible que para la operacién definida en el conjunto
M se introduzea una nueva lerminologia y simbolismo.

15*
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En cada uno de Jos anillog numéricos estan definidas dos opera-
ciones independientes, la adicién y la multiplicacién. En lo que
se refiere a la resta y a la division, éstas no pueden considerarse ope-
raciones nuevas, pues son las inversas de la adicidn y multiplicacidn,
respeclivamente, si convenimos en tomar la siguiente definicion
general de operacidn inversa.

Supongamos que en ¢l conjunto M estd definida una operacién
algebraica, por ejemplo, la suma. Se dice que para esta operaciin
exisle una operacién inversa, la resta, si para cada par de elementos
a, b de M, existe en M un elemento d, univocamente determinado.
que satisface a la igualdad: & 4 d = a. En este caso, el elemento d
se Nama diferencia de los elementos @ y b y se designa con la nota-
cion d -a — b,

Sstd claro que tanto la suma como la mulliplicacion poseen
operacion inversa en los campos numéricos (por cierto, Ia multipli-
cacion con cierla resiriceion: el divisor tiene que ser diferente de
cero). lin los anillos numéricos que no son campos (como, por ejem-
plo, en el anillo de los nimeros enteros), solamente la suma posee
operacion inversa.

Por otra parte, en el sistema de lodos los polinomios en la inde-
terminada x, cuyos coeficienles pertenecen a un campo numérice
fijado P, también estin delinidas dos operaciones: la suma y el
producto; ademds, la suma posee operacion inversa: la resta.

Como se sabe, tanto en los anillos numéricos como en el sistema
de los polinomios, las operaciones de snmar y multiplicar poseen
las propiedades siguientes (a, b, ¢, son niimeros arbitrarios del anillo
numérico considerado o pelinomios arbitrarios del sistema conside-
rado):

I. La adicion es conmutativa: a - b = b < a.

I1. La adicién es asociativa: a + (b — ¢) = (a <+ ) - e.

111. La multiplicacién es conmutativa: ab = ba.

1V. La multiplicacién es asociativa: a (be) = (ab) c.

V. La adicion y la multiplicaciéon estan ligadas por la ley
distributiva:

(a -+ b)e=ac—- be.

Ahora ya estamos preparados para hacer la definicién general
del concepto de anillo, que es uno de los conceptos fundamentales
del dlgebra,

Un conjunto R se denomina anrillo, si se han definido en él dos
operaciones, llamadas adicién o suma y multiplicacion, siendo ambas
conmutativas y asociativas, y ligadas por la ley distributiva, poseyen-
do ademds la suma la operacion inversa, llamada resta.

Por lo tanto, son ejemplos de anillos, los anillos numéricos y los
anillos de polinomios en la indeterminada z con coeficientes de un
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campo numérico dado e incluso de un anillo numérico dado. Sefa-
lemos otro ejemplo mds que aclara con amplitud el concepto de
anillo.

151 curso de andlisis matemético comienza con la definicién de
funcion de la variable real z. Consideremos el conjunto de las fun-
ciones, determinadas para todos los valores reales de = y que toman
valores reales. Lin él definiremos las operaciones algebraicas del modo
siguiente: la suma de dos funciones f (x) y g (z) serd una funcién cuyo
valor para cualquier # = z, serd igual a la suma de los valores de las
funciones dadas, o sea, igual a f (ry) + g (zo); el producto de estas
funciones serd una funcion cuyo valor para cualquier x = z, serd
igual al producto f (z)- g (zy). Es evidente que la suma y el producto
existen para cualesquiera dos funciones del conjunto considerado.
La validez de las propiedades 1-V se comprueba sin dificultad
alguna: la suma y multiplicacion de funciones se reducen a la suma
y multiplicacién de sus valores para cualquier x, es decir, a opera-
ciones con numeros reales para los que se cumplen las propieda-
des I-V. Finalmente, tomando por diferencia de las funciones
f(r) ¥y g () la funcion cuyo valor para cualquier x = z, sea igual
a la diferencia f (xy) — g (r,), obtenemos la sustraccién, operacion
inversa a la adicidn. Con esto queda demostrado que el conjunto de
las funciones delerminadas para todas las x reales, después de haber
introducido del modo descrito anleriormente las operaciones de sumar
y multiplicar, se convierte en un anillo.

Se pueden obtener otros ejemplos de anillos de funciones, conser-
vando las definiciones de las operaciones con las funciones dadas
anteriomente, pero, considerando, por ejemplo, las funciones deter-
minadas sélo para los valores positivos de la variable = o las funcio-
nes determinadas para los valores x del segmento [0, 1]. En general,
el sistema de todas las funciones que tienen un campo dado de defi-
nicidn, es un anillo. También se podrian obtener ejemplos de anillos
sin considerar todas las funciones determinadas en un campo dado,
sino solamente las funciones continuas que se estudian en el curso de
andlisis matematico. Por otro lado, se podrian considerar las fun-
ciones complejas de variable compleja. Iixisten muchizimos anillos
distintos de funciones, asi como distintos anillos numéricos.

Establezcamos algunas propiedades elementales de los anillos
que se deducen inmediatamente de su definicidn.

listas propiedades son ordinarias para el caso de los nimeros,
sin embargo, pueda ser que al lector le sorprenda que éstas sean
consecuencia solamente de las condiciones 1-V y de la existencia
univoca de la resta.

Hagamos primero unas cuantas observaciones sobre la importan-
cia de las condiciones 1—V. Bl papel de las leyes conmutativas
no necesita explicaciones. N1 valor de las leyes asociativas consiste
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en lo sivuiente: en la definician de la operacion algehraica se trata
de la suma o del producto de dos elementos solamente, Si, por f\jom—
plo, probamos definir el produclo de tres elementos a, b, ¢, nos
encontramos con 1o difienltad de gne, por lo general, los pr roductos
au y ve, donde be — u, ab —= v, pueden no coincidir, o sea, a (be) 7
== (ab) e. La ley asocialiva exige que eslos produclos sean iguales
a un mismo elemento del anillo: resulta natural tomar este clemento
por producto ebe, escribiéndolo ya sin paréntesis. La ley asocialiva
permite también definir univocamente el producto (respeclivamente,
la suma) de cualquier niimero finito de elementos del apillo, es decir,
permite demostrar la independencia del producto de cualesquiera n
clementos de la distribucion primaria de los paréntesis.

Demostremos esta afirmacian por ¢l método de induccion sobre n, Lsta
ge ha demostrado va para n = 3, por lo cual suponemos que » =3 y que nnes-
tra afivmacion ya estd demostrada para todoes los niumeros wenores que n. Sean
dados los elementos ay, as, ..., a; ¥ supongamos que en este sistema se han dis-
tribuide los pardntesis dn 'ilgun maodo, indicando el orden en que se dobe efec-
tnar la multiplicacion. La ultima operacion consistivd en multiplicar el producto
de los primeros & elementos agas ... ay (donde 1 < & — 1} por ¢l producto
gty Ao 0 Gy COmo estos productos constan dc un nimero de factores menor
que », y que por la hipstesis estin delfinidos upivocamente, no gqueda mas gue
demostrar la igualdad

(e oo ap) (epaqapen oo o)~ lagea oL ad lapg iy o0 an).

para cualesquicra &0y f.
Con este [in, os suficiente considerar el caso I —FE!' 1. En esle caso,
proniendn

Ayl oo iy =Dy W g e Ty — 1,
y. basindonos en la ley asociativa, oblenemos
b pae) = thag ) o
Con esto queda demostrada nuestra afirmacidn.

En particular, se puede hablar del producto de n elementos
iguales entre si, o sea, se puede introducir el conceplo de potencia a*
del elemento @ con exponente entlero y positivo n. Se compruceba facil-
mente que son vilidos en cualgquier anillo las reglas de operacion
con los exponentes. De modo analogo, la ley asociativa de la adicidn
nos lleva al concepto de muiltiplo na del elemento « con un coefi-
cienle entero y positivo n.

La ley distributiva, es decir, la rezla ordinaria para abrirv parén-
tesis, e¢s la dnica exigencia en la definicién de anillo que liga la
suma y la multiplicacion; el hecho de gque el estudio simultineo
de las dos operaciones indicadas proporcione algo mas que lo que
se podria obtener al estndiarias por separado, se debe solamente
a esta ley. lin la formulacion de la ley distributiva participa tnica-
mente la suma de dos Lérminos. Pera sin dificultad se demuestra
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que se verifica la igualdad
(@ --ae ... Fa)b=ab+t a1 ... apb

para cualquier &, v la regla general para multiplicar una suma por
olra,

En cualquier anillo también se cumple la ley distributiva para la
resta. Iin efecto, segin la definicién de la resta, el elemento a—b
satisface a la igualdad

b (a—b)=a.

Multiplicando por ¢ ambos miembros de esta ignaldad y aplicando
al primer miembro de ésta la ley distributiva, obtenemos:

be - (a —b) ¢ = ac.

Por consiguiente, el elemento (¢ —b)e es la diferencia de los ele-
mentos we vy be:
{a—8e -ac—be.

De la existencia de la resta se deducen unas propiedades muy
importantes de los anillos. Si @ es un elemento arbitrario del anillo R,
la diferencia e—a es un elemento del anillo completamente deter-
minado. Su papel es anilogo al del cero en los anillos numéricos,
mas, segun la deflinicion, éste puede depender de la eleccion del
elemento a y, por esto, lo designaremos por ahora mediante 0,

Demostremos que para lodog los a; los elementos U, son iguales
entre =i, En efecto, si & es olro elemento arbitrario del anillo R,
agregando el elemento 0, a ambos miembros de la izualdad

a+(hb—a)=10
v aplicando la igualdad ;- a- a, resulta:
O+b=0a+a-(b—a):- a- (b—a) b.
l'or lo tanto,
U by — i D

IHemos demostrado que fodo aniflo R posee un elemento univoca-
mente determinado, cuya suma con cualquier elemento a de este anillo
o5 fguel a a. lste elemento se Hamard cero del anillo B y se desig-
nard eon el simbolo 0, no representando un peligro serio el que sea
confundido con el nimero cero. Por lo tanto,

a-0 —=a para todos los clementos a de 12

En cualquier anillo, para cada elemento a existe un elemento
apuesto —a  univocamente determinado que satisface a la igualdad:

a - (—a)y-—=U0;
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precisamente, este elemento es la diferencia 0—a; la unicidad
es  consecuencia de la unicidad de la resta. Evidentemente
— (—a) = a. La diferencia b —a de dos elementos cualesquiera
del anillo se puede escribir ahora de la forma

b—a=5b+(—a).
Ln electo,
bt (—a)+a=b-|(—a)+a]l=5b| 0=0.

Para cualquier elemento a de un anillo y cualquier nimero entero
positivo n, se cumple la igualdad:

n(—a)= —(na).
En efecto, agrupando los términos resulta:
na-f-n{—a)=nlat(—a)l=n-0=0.

Hemos obtenido ahora la posibilidad de delinir los muilliplos
regalivos de un elemento del anillo: siendo n» = 0, los elementos
iguales n (—a) y — (na) se designaran medianie (—n) a. Finalmente,
convengamos tomar por cero del anillo considerado el multiplo nulo
0-a de cualquier elemento.

IHemos dado la definicién del cero empleando solamente la suma
y su operacién inversa, o sea, sin utilizar la multiplicacién. Sin
embargo, en el caso de los nimeros, el cero posee respecto a la mul-
tiplicacion una propiedad caracteristica, que es ademias muy impor-
tante. El cero de cualquier anillo posee la propiedad: en cualguier
anillo, el producto de cualquier elemento por el cero es igual a cero.
La demoslracion se basa direcltamente en la ley distributiva: siendo e
un elemento arbitrario del anillo R, cualquiera que sea el elemenlo
auxiliar = de este anillo, se tiene:

a-0=a(x—z)=azx—ax=0.

Aplicando esta propiedad del cero se puede demostrar que en
cada anillo, para cualesquiera elementos a, b, se cumple la igualdad:
(—a)b= —ab.

En efecto,
ab+(—a)b=la+4(—a)]b=0.b=0.
De aqui se deduce que la conocida regla de la multiplicacién de los
nimeros negativos, «menos por menos da mis», también se deduce
de la definicion de anillo, es decir, que en cualquier anillo se verifica
la igualdad
(—a)(—Db)y=ab.
En efecto,
(—a)(—b)= —[a(—b)] = —(—ab)=ab.
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Il lector demostrara ahora sin dificultad que en cualquier anillo,
para los multiplos (incluyendo los negativos) de cualquier elemento
son validas todas las reglas de operaciones con los miltiplos de un
namero.

Por lo tanto, las operaciones algebraicas en cualquier anillo
poseen muchas propiedades ordinarias de las operaciones con los
ntimeros. Sin embargo, no hay que creer que en cualquier anillo
se conservan todas las propiedades de la suma y multiplicaciéon
de los niimeros. Asi, pues, la multiplicacién de los nimeros posee
una propiedad que es reciproca a la considerada anteriormente:
si el producto de dos nimeros es igual a cero, al menos uno de los
faclores es igual a cero. Esla propiedad ya no se puede generalizar
para cualquier anillo, pues, en algunos anillos se pueden seinalar
pares de elementos diferentes de cero, cuyo producto es igual a cero,
es decir, a == 0, b =10, pero ab = 0; los elementos a, b, que poseen
esta propiedad se llaman divisores de cero.

Claro, entre los anillos numéricos no se pueden hallar ejemplos
de anillos con divisores de cero. Tampoco contienen divisores de
cero los anillos de polinomios de coelicientes numéricos. Pero hay
muchos anillos de funciones que poseen divisores de cero. Obsérvese
primeramente que en cualquier anillo de funciones el cero es la
funeion que se convierte en cero para todos los valores de la varia-
hle x. Consideremos ahora las funciones f (z) y g () que siguen, defi-
nidas para todos los valores reales de z:

flz)=0 para x=0, [(x)=x para =10
gl@y=ux para x=0, gx)=0 para 2>=0.

Ilstas funciones son diferentes de cero, pues, sus valores no son
iguales a cero para todos los valores de @; sin embargo, el producto
de estas funciones es igual a cero.

No todas las condiciones 1-V que figuran en la definicidn de anillo son nece-
sarias en igual medida. El tlesnrreﬂla de la cieneia muestra que mientras las pro-
piedades 1 y 11 de la suma y la ley distributiva V se cumplen en todas las apli-
caciones, la introduceion de las propiedades 11T y IV de la multiplicacion en
i definicion de anillo resulta demasiado incomoda, reduciendo el posible cam-
po de aplicacién de este concepto, Asi, pues, el conjunto de las matrices cua-
dradas de orden n de elementos reales, considerado con las operaciones de adi-
cion y multiplicacion de matrices, satisface a todas las condiciones que figuran
en la definicion de anillo, excluyendo la ley eonmutativa de la multiplicacidén.
Las multiplicaciones no conmutatlivas aparecen con tanta frecuencia y en casos
tan importantes que actualmente el término de eanillos se entiende ordinaria-
mente como anillo re commutative {mejor dicho, como un anillo que no es
necesariamente conmutative, en el sentido de que la multiplicacidn puede ser
no conmutativa), llamando aenillo conmulative al tipo particular de anillos
en los que se cumple la condicion [T1.

Ultimamente ha anmentado el interés hacia los anillos con multiplicacion
no asociativa, elaborindose va la teoria general de los anillos como ]lal teoria
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de los anillos no asociativos (es decir, que no son necesaviamente asociativos).
El conjunte de vectores del espacio euclideo de tres dimensiones respecto a las
operaciones de la suma y de la multiplicacion vectorial {conocida por el eurso
de geometria analitica) es un ejemplo simple de tales anillos.

§ 45. Campo

Del mismo modo que entre los anillos numéricos fueron elegidos
y denominados campos numéricos aquellos anillos en los que se
podia efectuar la divisién (excepto la division por cero), resulta natu-
ral hacer lo mismo en el caso general. Obsérvese primeramente que
.en ningiin anillo es posible la divisién por cero, debido a la propiedad
del cero respecto a la multiplicacidon, demostrada anteriormente:
dividir un elemento a por cero significa hallar en el anillo un ele-
mento x tal, que 0.z = a, lo cual es imposible si a== 0, pues, el
primer miembro es igual a cero.

Hagamos la definicién siguiente:

Un anillo P se llama campo, si consla no sélo del cero y en él
-es posible la division en todos los casos (a excepeion de la division
por cero), determinindose ésta univocamente, o sea, si para cuales-
quiera elementos a, b de P, de los cuales & es dilerente de cero.
exisle en £ un elemento g, ¥ s6lo uno, que satisface a la igualdad:
bg = a. Fl elemento ¢ se llama cociente de los elementos ¢ y b y se
designa con la notacion :}:—:-*

Naturalmenle, todos los campos numéricos son ejemplos de
campos. El anillo de los polinomios en la indeterminada & con coefi-
cientes reales o, en general, con coelicientes de algin campo numéri-
co, no es campo: la divisién con resto que existe para los polinomios
se diferencia, naturalmente, de la division «exacta», supuesia en la
definicidn de campo. Por otra parte, se ve ficilmente que ¢l conjunto

* En realidad, la unicidad de la divisién en un campo, asi como la unicidad
de la resta, supuesta en la definicién de anillo, se puede demostrar sin dificul-
tad aplicando otras condiciones que fignran en la definicion de campo o, res-
pectivamente, de anillo (Note del A.).

Un caso mis general resulta cuando no sp insiste en que la operacion de
multiplicar satisfaga a la ley conmutativa (0 sea, cuando el anillo puede ser
no conmutativo; véase la ltima parte del § 44). En este caso, ademds del ele-
mento g, tiene que existir en £ un clemento ¢’ (que puede ser distinto de ¢},
y solo uno, q[ue satisfaga a la igualdad: ¢'b = a. El anillo P se llama entonces
ccuerpo. Por lo tanto, se puede decir que campo es un cuerpo conmutativo.

Segin parece, el vocablo «campos, para la denominacién abreviada de un
-cuerpo conmutativo, ha sido empleado por primera vez en castellano por
R. Rodriguez Vidal, en su traduccidn de la obra de Birkhoff y MacLane sAlgebra
Modernas, Teniendo también en cuenta que en los libros soviéticos, el vocablo
amones (scampos) estd ya admitido hace muchos afios, creemos conveniente em-
plear a continuacidn este iltimo como traduccién del primero. (Nota del 7.).
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de las funciones racionales con coeficientes reales.(véase el § 25) forma
un campo que contiene al anillo de los polinomios, del mismo modo
que el campo de los nimeros racionales contiene al anillo de los niime-
ros enteros.

Entre los anillos de funciones se pueden indicar otros ejemplos
de campos; sin embargo, aqui no vamos a detenernos en ellos
¥y pasaremos a examinar otros ejemplos de distinto género,

Todos los anillos numéricos y, en general, los anillos que hasta
abhora hemos examinado, contienen una infinidad de elementos.
Sin embargo, existen anillos e incluso campos que constan de un
nimero finito de elementos. Los ejemplos mds simples de anillos
finitos vy campos finitos, empleados esencialmente en la teoria de los
nimeros, se forman del modo siguiente.

Se toma un namero natural cualquiera n, diferente de 1. Los
nimeros enteros a y b se llaman congruentes respecto del médulo n,

a = b (mad n),

si al dividirlos por » dan un mismo residuo, o sea, si su dilerencia
es divisible por n. Todo el anillo de los nimeros enteros se descompo-
ne en n clases disjuntas,

lf-‘ru Clr STy (.‘M-js (I)

de nimeros congruentes entre =i respecto del modulo n, donde la
clase €'y, & 0,1, ..., n — 1, consta de los niimeros que al divi-
dirlos por n dan el residuo k. Resulta que se puede definir la suma
y el producto de estas clases de un modo muy natural.

Con esle fin, tomemos unas clases cualesquiera €, v €; (no necesa-
riamente distintas) del sistema (1). Sumando cualquicr ntimero de la
clase €', con conalgquier nimero de la clase €, oblenemos cada vez
nimeros que perlenecen a una clase determinada: a la elase €, ¢,
sik - l="n,oalaclase Cp1; ,,sik 5 I > n. Fstonos Hleva a la
signiente definicion de suma de las elases:

Cr-i-Cp=Cuys si k-—l<n, 5
Cp--Cr==0Chpp si k| I =n. (2)
Por otra parte, multiplicando cunalgquier namero de la clase ¢, por
cualquicer namero de la clase €, obtenemos nimeros que estin de
nueve en una clase determinada: precisamente en la clase €, donde
res el residuo de la division del producto kI por n. Por lo tanto,
tomamos la definicion siguiente de producto de clases:

Cp-Cy=C,, donde kl =ng - r, 0" r<"n. ()

El sistema (1) de clases de mimeros enteros, congruentes enire si
respecto del madulo n, es un anillo respecto de las operaciones definidas
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por las condiciones (2) y (3). En efeclo, la validez de las condiciones
I-V de la definiciéon de anillo se establece comprobandolas directa-
mente. Ademds, es también consecuencia de la validez de estas
condiciones en el anillo de las nitmeros enteros y de la relacién
indicada anteriormente entre las operaciones con los nimeros enleros
v las operaciones con las clases. Esti claro que la clase €'y, compuesta
de los nimeros divisibles por r, desempena el papel del cero. Ll ele-
mento opnesto para la elase ¢y, k-1, 2, ..., »n — 1, es la clase
C, . Por consiguiente, en el sistema de lag clases (1) se puede defi-
nir la resta, es decir, este sistema satisface a todas las condiciones
que figuran en la definicién de anillo. Convengamos en designar ol
anillo obtenido mediante Z,.

Si el niimero n es compuesio, el anillo Z,, posee divisores de cero
v, por esto, como se demostrard mis abajo, no puede ser campo.
En efecto, si n = kf, donde 1 << k < n, 1 < < n, las clases €,

y €', son distintas de la clase cero (0, pero, segin la definicion del
prmiu('lo de las clases (véase (3)), €,-C, = €.

Si el nimero n es primo, el anillo Z, es un campo,

Iin efecto, sean dadas las clases ', v (', donde €, == C,, o sea,
1-2k<n —1. Hay que demostrar que se¢ puede dl\'ldu ',,, por
', 0 sea, que soc puede hallar una clase €, tal, que C,-C; = Cp.
St C, = Uy, se liene C; = Cy. Si ', == C, consideramos cl s;stcm'x
de niimeros

ke, 2k, By oo, (n—D k. (4)

Todos estos nimeros estan fuera de la clase cero Cg, pues, el producto
de dos niimeros naturales menores que el niimero primo n no puede
zer divisible por éste. Por otra parte, ninguno de los dos nilmeros
sk y th del sistema (4), s << ¢, puede estar siluado en una clase, puesto
que, en caso contrario, su diferencia

th—shk=(t—s)k

seria divisible por n, lo cual es absurdo, debido a que el nimero n es
primo. Por lo tanto, en cada clase no nula esti situado exactamente
un nimero del sistema (4). En particular, en la clase C), esta situado
el nimero !k, donde 1<<!<n — 1, o0 sea, C;-Cy = C,,, y entonces
la clase C; es el cociente buscado de la division de Oy, por C,.

Por consiguiente, hemos obtenido una infinidad de campos fini-
tos distintos: el campo Z,, compuesto de dos elementos solamente,
y también los campos Z,, Z,, Z;, Z,,, etc.

Ahora veremos algunas propiedades de los campos que se deducen
de la existencia de la divisién. Lstas propiedades son andlogas
a las propiedades de los anillos basados en la existencia de la resta
y se demuestran con los mismos razonamientos, por lo cual, la demos-
tracion la dejamos al leclor.
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Todo campo P posee un elemento, univocamente determinado, cuyo
producto por cualquier elemento a de este campo es igual a a. Este ele-

s : : . oa
mento, que coincide con los cocientes iguales entre si - bara todos

los a, diferentes de cero, se llama unidad del campo P y se designa
con el simbolo 1. Por lo tanto,

a-1=a para todos los elementos a de P.

En todo campo, para cualquier elemento a diferente de cero, existe
un elemento reciproco a™', univocamente determinado, que salisface
a la igualdad

a-al=1;

. 4 1 - -
este elemento es precisamentle a 1='E' Esta claro que (a3 =a.
P b S
Ll cociente - se puede escribir ahora en la forma

2 . b-a L.
a

Para cualquier elemento a diferente de cero, y cualquier ente-
ro posilivo n, se verifica la igualdad

(“. 1)” _— (“ﬂ')—].

Designando estos elementos ignales entre si mediante a7, obtenemos
las potencias negativas de un elemento del campo, para las que rigen
las reglas de operacion ordinarias. Hagamos, finalmente, @ =1
para todos los a.

La existencia de unidad no es una propiedad caracteristica de los
campos, pues, por ejemplo, el anillo de los niimeros enteros posee
unidad. Sin embargo, ¢l cjemplo del anillo de los nfiimeros pares
muestra que no Ltodos los anillos poseen unidad. Por otra parte,
todo anillo que posea unidad y que contenga al elemento reciproco de
cualguier elemento diferente de ecro, es un campo. Fn eleelo, cn estle

e F b i
caso el produclo ba, a=~ 0, servira de cocienle = La unicidad

de este cociente se demuestira sin dificultad alguna.

Obsérvese que ningin campo contiene divisores de cero. lin efecto,
sea ab — (), pero a == 0. Multiplicando ambos miembros de la igual-
dad por el elemento e, en el primer miembro resulta (@™ a) b =
= 1.b = b, y en el segundo, a -0 — 0, o sea, b = 0. De aqui se
deduce que en todo campo cualquier igualdad se puede simplificar
por un factor comin diferente de cero. En efecto, si ac - be y ¢+ 0,
se tiene (@ — b)Y e = 0, de donde a — b = 0, 0 sea, a = b,
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De la definicion del cociente -:— (donde b =% 0) y de la posibilidad,

anteriormente demostrada, de escribirlo en forma de producte b1,
se puede demostrar sin dificultad que en tode campo se conservan las
reglas ordinarias de operacion con los quebrados. A saber,

[

[ ¥
e v cuando, y sélo cuando, ad = bc;
@ o ad = be
= o

i @ ac

vd Tk

—4a 14

N

Caracteristica de un campo. No todas propiedades de los campos
numéricos ge conservan en el caso de un campo arbitrario. Asi, pues,
sumando aszi mismo el nimero 1 unas cuantas veces, o sea, tomando
cualquier entero posilivo que sea milliplo de la unidad, nunca se
obtendri el cero. Iin general, todos estos miltiplos, es decir, todos
los nfimeros naturales, son distintos entre =i. Si se toman enteros mul-
tiplos de 1 de algin campo finito, entre ellos habrd indispensablemen-
te algunos que sean iguales, pues esle campo tliene sélo un nimero
finito de elementos distintos. Si todos los miltiplos enteros de la
unidad del campo P son elementos distintos de este campo, o sea,
si k1= 1.1 cuando k== [, se dice que P es un campo de caracte-
ristica cerv; tales son, por ejemplo, todos los campos numéricos.
Si existen unos numeros enteros & y I, k = { tales, que en P se
cumple la igualdad %-1 - [-1, entonces (k — [)-1 = 0, es decir,
existe en P un maltiplo posilivo de la unidad igual a cero, llamando-
se entonces P campo de caracleristica finita. Precisamente ésta es
igual a p, si p es el primer coeficiente positivo con el que se anula
la unidad del campo P. Todos los campos finitos son ejemplos de
campos de caracteristica finita; existen también campos infinitos
de caracteristica finita.

Si p es la caracleristica del cammpo P, el nimero p es primo.

In efecto, de la igualdad p == st, donde s << p, ¢ <C p, resultaria
la igualdad (s-1) (¢-1) = p-1 = 0, ¥ como el campo no puede tener
divisores de cero, se tendria s-1 = 0, o bien, ¢-1 = 0, lo cual con-
tradice a la definicién de la caracleristica como el coeficiente positi-
vo menor que convierte en cero a la unidad del campo.

Si la caracteristica del campo P es igual a p, para cualquier ele-
mento a de este campo se verifica la igualdad pa = 0. Si la caracteris-
tica del campo P es igual a cero, a es un elemento de este campo y n es
un nimere entero, enlonces las condiciones a=-= (0 y n == () implican
la desigualdad na == 0.
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En efecto, en el primer caso, el elemento pa, o sea, la suma de
p términos iguales a g, sacando a fuera de paréntesis, se puede repre-
sentar en la forma

pr=a(p-1)=a-0=0.

“n el segundo caso, para a== 0, de la igualdad na = 0, o sea,
@ (n-1) = 0, resultaria la igualdad n.-1 = 0, y, como la caracte-
ristica del eampo es igual a cero, se tendria n = 0.

Subcampos, ampliaciones (extensiones). Supongamos que una
parte de los elementos de un campo £, formando un conjunto P’,
también forma un campo con respecto a las operaciones definidas
en el campo P, es decir, que para dos elementos cualesquiera

a, b de P’, los elementos a - b, ab, @ — b, y para b == U,-: , conle-

nidos en el eampo P, también pertenceen a I (claro, cumpliéndose
las leyes I-V en # lambién se cumplen en P'). In esle caso, £ se
Hama subcampo del campo P, v P, ampliaciin (0 extension) del
campo 7. Es evidente que el cero y la unidad del campo /2 también
estan contenidos en Py en éste sitven lambién de cero y unidad.
Asi, pues, el campo de los ndmeros racionales es un subeampo del
campo de los ntmeros reales; todos los campos numdéricos son sub-
campos del campo de los nimeros complejos.

Supongamos que en el campo P se han dado un subcampo P*
v un elenienta ¢ situado fuera de £, y que hemos hallado el subeampo
minime P* del campo P que contience a Py ac¢. lste subcampo
minimo tiene que ser finico, pues si P" fuese olro subcampo mis
con estas propiedades, la interseecion de los subcampos P7 y P
{o =ca, el conjunto de los elementos comunes a ambos subcampos)
contendria a " y al elemento ¢ y, junto con dos elementos cualesquie-
ria suyos, contendria también a su suma (esta suma liene gque estar
conlenida en 27 y en P y, por lo tanto, en su interseccion).
y también a su producto, vesta y cocienle; en otras palabras, esta
interseccion misma seria un subcampo, lo cual es absurdo, pues el
subcampo P es minimo. Se dice que el campo P se ha obtenido por
adjunciin del  elemento ¢ al campo P, empleindose la notacién
Pu Py

Evidentemente, ¢l campo 7' (¢), ademis del elemento ¢ y de
todos los elementos del eampeo /7, contiene también todos los ele-
mentos que se obtienen de ellos mediante la suma, multiplicacion.
resta y division. Como ejemplo, sefialemos la ampliacion del campo
de los mimeros racionales, considerado en el § 43, que consta de los
nimeros de la forma a -{ 6} 2 con racionales a, b; esta amplincion
se obtiene por adjuncién del nimero J'Z al campo de los nimeros
racionales.
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§ 46. Isomorfismo de los anillos (de los campos).
Unicidad del campo de los nimeros complejos

n la teoria de los anilios desempeiia un gran papel el concepto
de isomorfismo. Los anillos L y L' se llaman isomorfos si enlre sus
elementos se puede establecer una correspondencia biunivoea tal
que, para cualesquiera elementos a, i de L y sus correspondientes
elementos a’, IV de L', a la suma a + b le corresponda la suma
a -+ b y al producto ab, el producto a'b’.

Supongamos que entre los anillos L y L’ se ha establecido una
correspondencia de isomorfismo. Entonces al cero 0 del anillo L le
corresponde el cero ¥ del anillo L', En efecto, supongamos gue al
elemento 0 le corresponde el elemento ¢ de /. Tomemos un elemen-
Lo arbitrario a de L y el elemento @’ de L' que le corresponde.
Entonces, al elemento a - 0 le liene que corresponder el elemenlo
a’ + ¢'; pero como a + 0 = a, se liene, &' - ¢ — a', de donde
¢ = 0. Al elemento —a le corresponde el elemento —a’. Fn efecto,
supongamos que al elemento —a le corresponde el elemento .
Entonces al elemento a + (—a) = 0 le tiene gue corresponder el
elemento a' +— d’, o sea, @ + d° = (', de donde d' —= — a’'. De
aqui resulla que a la diferencia de elementos de L fe corresponde {a
diferencia de los elementos correspondientes de L. Con razonamientos
analogos se puede demostrar que, si el anillo L posee unidad, la ima-
gen de este elemento (o sea, el elemento que le corresponde en L', en
cl isomorfismo considerado) es la unidad del anillo £, ¥ si el elemento
a de L liene elemento reciproco e~!, la imagen del elemento a™!
en L' es el elemento reciproco de a’.

De aqui se deduce que ur anillo que es isomorfo @ un campo, s
también un campo. Ficilmente se ve también gue la propiedad de
un anillo de no tener divisores de cero se conserva también en la
correspondencia de isomorfismo. En general, los anillos isomorfos
pueden diferenciarse entre si por la naturaleza de sus elementos,
pero, por sus propiedades algebraicas, son idénticos. Cualquier
teorema demostrado para un anillo subsiste también para los anillos
que son isomorfos a éI, si en la demostracion del {eorema se emplean
solamente las propiedades de las operaciones y no las propiedades
individuales de los elementos de este anillo. Por esta razén, no vamos
@ considerar como diferentes los anillos o los campos que son iso-
morfos; éstos serdn para nosotros distintos ejemplares de un mismo
anillo o campo.

Apliquemos esle concepto al problema de la construccion del
campo de los nimeros complejos. La construceién del campo de los
numeros complejos expuesta en el § 17, y basada en la aplicacién
de los puntos del plano, no es la tnica posible. En lugar de puntos
se podrian haber tomado segmentos (vectores) en el plano que parten
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del origen de coordenadas y, dando estos vectores por sus componen-
tes @, b sobre los ejes coordenados, se determinaria la suma y el
producto de vectores mediante las mismas formulas (2) y (3) del
§ 17, asi como en el caso de los puntos del plano. En general, se
podria no insistir en aplicar objetos geométricos. Observando que
los puntos en el plano, asi como los vectores en el plano, se deter-
minan por pares ordenados de niimeros reales (a, b), se puede tomar
simplemente el conjunto de tales pares e introducir en él la suma
v el producto segin las férmulas (2) y (3) del parrafo indicado.

In realidad, estos campos no se distinguirian por sus propieda-
des algebraicas, como muestra el teorema siguiente:

Todas las ampliaciones del campo de nidmeros reales D, obtenidas
por adjuncion al campo D de la raiz de la ecuacién

2 +1=0, (1)
son isomorfas entre si.

En efecto, sea dado algiin campo P que represente una amplia-
cion del campo £ y que contenga al elemento que satisface a la
ecuacion (1). La eleccién de la notacién de este elemento corre
a nueslro cargo y, para este fin, emplearemos la letra i. Por lo tan-
to, se cumple la igualdad i -+ 1 = 0 (de donde i* — — 1), aqui
la elevacién a potencia y la suma se deben entender en el sentido
de las operaciones definidas en el campo P. Queremos hallar ahora
el campo /2 (i) que se obtiene por adjuncién del elemento i al campo
D, es decir, hallar el subcampo minimo del eampo P que conliene
al campo [ y al elemento .

lixaminemos con esle fin todos los elementos & del campo P que
se pueden escribir de la forma

m=a-l bi, (2)

donde a y b son nameros reales arbitrarios, y el producto del niimero
b por el elemento {, asi como la suma del nimero a y este producto,
se deben entender en el sentido de las operaciones definidas en el
campo 2. Ningiin elemento « del campo P puede poseer dos distintas

expresiones de esta forma, puesto que de
ce=a-+hi=a -bi,

siendo H== 0, resullaria

0 —i

b ——
0 7
o sea, i seria un ndimero real; si b — b, resulta @ = a. En particu-
lar, entre los elementos del campo P que se expresan en la forma {2),
figuran todos los niimeros reales (cuando b = 0), y también el mismo
elemento i (cuando @ 0. b = 1),

19252
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Demostremos que el conjunto de todos los elemenios de la forma (2)
forman un subcampo del campe P, ésie serd precisamente el campo
buscado D (i). Sean dados los elementos ¢ = a - bi y f = ¢ + di.
Aplicando las leyes conmutativa y asociativa de la adicién, asi como
la ley distributiva, que rigen en el campo P, obtenemos:

e B == (a+ bi) (e + i) = (a - c) + (bi - di},
de donde,
--B=(ac) 4 (b-+d)i, (3)

o sea, esta suma perlenece de nuevo al conjunle de elemenlos
considerado. Por otra parte,

~p=(—a)+(—a)s,
pues, en virtud de (3), se cumple la igualdad p-+-{—B) =04 0i =0;
por lo tanlo,

oa—p=ai(—Pp)=la—c) 4 (b—d) i, (3"

es decir, la resta no sale fuera de los limites del conjunto considera-
do. Aplicando de nuevo las propiedades I-V a gue salisfacen las
operaciones en el campo P (véase § 44) y basindose en la igualdad
i* = — 1, obtenemos:

aff - (a -+ bi) (¢ | di) = ac + adi + bei + bdi®,
0 sea,

ap = (ac — bd) - (ad -+ be) §; (4)

por lo tanto, el producto de dos elementos cualesquiera de la forma
(2) es de nuevo un elemento de esta misma forma. Finalmente,
supongamos que P == 0, es decir, que al menos uno de los nimeros
e, d, sea dilerente de cero. Entonces también ¢ — di== 0 y

(¢ +di) (c—di) = —(di)? = ¢* — d** = e* - d?,

siendo ¢ - d*== 0. Por consiguiente, aplicando la afirmacién
hecha en el parrafo anterior, de que en cualquier campo se conservan
todas las reglas de las operaciones con los quebrados y, por ende, un
quebrado no varia al multiplicar su numerador y denominador por
un elemento diferente de cero, oblenemos:

o a-tbi_ f(al-bi) (e —dr) (ae |- bd) {-(be—ad)

B e di (e ldiy(e—di) ¢t d? !
es decir, el elemento
o ac l-bd be “ad . ,
_E_z drdt VR Tzt (47

tiene de nuevo Ia forma (2).
Demostremos ahora que el subcampo obtenido D (i) del campo P
es isomorfo al campo de puntos del plano construido en el.§ 17. Asocian-
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do al elemento a -~ bi del campo D (i) el punto (a, b), en virtud
de la unicidad de la expresiéon de la forma (2) para los elementos
del campo [ (i), se obtiene una correspondencia biunivoca entre
los elementos de este campo y todos los puntos del plano. En esta
correspondencia, al niimero real a le corresponde el punto (a, 0),
debido a la igualdad a = a — 0i, y al elemento i = 0 4 1.4, el
punto (0, 1). Por otra pavte, comparando las formulas (3) y (4) del
presente parrafo con las formulas (2) y (3) del § 17, obtenemos que
a la suma y al producto de los elementos o y B del campo D (i) les
corresponden los puntos que son la suma y, respectivamente, el
producta de los puntos correspondientes de o y .

Como todos los campos que son isomorfos a un campo dado son
isomorfos entre si el teorema queda demostrado. Vemos, en parti-
cular, que la eleccién de las formulas (2) y (3) en el § 17 para la
definicion de las operaciones con los puntos no fue casual y no puede
ser modificada.

Ademis de los métodos de construccion del eampo de los niimeros comple-
jos, examinados anteriormente, existen muchos otros métodos, Sefialemos uno
de estos, aplicando la suma y multiplicaciin de matrices.

Examinemos el anillo no conmutative de las matrices de segundo orden
sobre el campo de los nimeros reales, Es evidento que las matrices escalares

1 {J)

0ea
forman en este anille un subeampe gue es isomorfo al campo de los nlmeros
reales. Pero, resulta que en el anillo de las matrices de segundo orden sobre el
campo de los mimeros reales, se puede hallar también un subcampo que es iso-

merfo al campo de los nimeros complejos. En efecto, pongamos en eorresponden-
cia a cada nimero complejo o - bi la matriz

a b
(——b n) =
De este modo, resulta una aplicacién biuniveca de todo el campo de niimeros
complejos en una parte del anillo de las matrices de segundo orden; ademas,
de las igualdades

a b | cd ___( a-Le bl
(-—b l]) '_(—-d (') —({b-td) a I-r:) '

( @ b) ( cd ( ac—Md ad - be
—ba —l c] N —lad }-be) ae—bd
se desprende que esta a‘n]i(‘.auirin e isomorfa, puesto que las matrices que figu-
ran en los segundos miembros de estas igualdades corresponden a los nimeros

complejos (a4 ¢} + (b @) i = (2 o b)) 4 (c = di) v (ac — bd) -~ (ad +
4 bey i = (a -+ bi) (¢ | di). In particular ln matriz

[ () f)
=17
desempeiia el papel de unidad imaginaria.
El resultado obtenido senala otro posible método de construceion del cam-

po de nitmeros complejos, que es lan satislactorio como los conziderados ante-
rioTmente.

19+
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§ 47. Algebra lineal y dlgebra de los polinomios
sobre un campo arbitrario

En los capitulos precedentes dedicados al dlgebra limeal, el
campo de nimeros reales desempefiaba ordinariamente el papel de
campo fundamental. No ohstante, se comprueba sin dificultad alguna
que muchos teoremas de estos capitulos se generalizan palabra por
palabra al caso de un campo fundamental arbitrario.

Asi, pues, para un campo fundamental arbitrario P son vdilidos
el método de Gauss de resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales,
la teoria de {os deferminantes y la regia de Cramer, expuestas en el
cap. 1. Solamente la observacion sobre los determinantes antisi-
métricos, expuesta al final del § 4, exige la suposicion de que [a
caraclterizstica del campo P sea diferente de dos. Por cierto, la
demostracion de la propiedad 4 de este mismo pirrafo carece de valor
si la caracteristica del campo P es igual a dos, a pesar de que sea
valida la propiedad misma.

Bs conveniente seiialar también que la afirmacién, enunciada
a menudo en el cap. 1, sobre la exislencia de un conjunto infinito
de soluciones dislintas de un sistema indeterminado de ecuaciones
lineales, es valida también en el caso de cnalquier campo funda-
mental P infinito, pero carece de valor si el campo P es [inito.

La teoria de la dependencia lineal de los vectores, la teoria del rango
de una matriz y la teoria general de los sistemas de ecuaciones lineales,
expuestas en el cap. 2, asi como el digebra de las matrices del cap. 3
se generalizan también fotalmente al caso de un campo fundamenial
arbitrario.

La teoria general de las formas cuadrdlicas, expuesta en el § 26,
se generaliza al caso de cualquier campo fundamental P, cuya caracte-
ristica sea diferente de dos. Sin esta reslriceion, pierde su valor el
teorema fundamental de este pirrafo.

Supongamos, por ejemplo, que P = Z,, es decir, que ¢s un campo constituido
por dos elementos, 0 y 1, siendo 1 3 1 = 0, de donde — 1 = 1, ¥y supongamos
que sobre este campo se ha dado una forma cuadratica f = zyx;. Si existe una
transformacion lineal

zy=byysbaaye-
29 = byl booya,
que lleve § a la forma candnica, en la igualdad
T == (byays -1 bayz) (bagyy - boaye) = byghoghy - (byghog - byaba) yypa |- bighoovs
tiene que ser igual a cero el coeficiente by bos L byabay del producto yyy.. Sin
embargo, este coeficiente es igual al determinante de fa transformacién lineal

considerada, pues, va sea byaby = 1, 0 baby = 0, en ambos casos, biaby =
= —byaby. Resulta que nuestra transformacién lineal es degencrada.
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El contenido ulterior del cap. 6 se reficre esencialmente a las
formas cuadriticas de coelicientes complejos o reales.

Finalmente, para el caso de un campo fundamental arbitrario
P es vdlida toda la teoria de los espacios lineales y sus transformaciones
lineales, expuesta en el cap. 7. Por cierto, el concepto de raiz caracte-
ristica estd ligado con la teoria de los polinomios sobre un campo
arbitrario, de la que se hablard mas adelante. Obsérvese que el
teorema del § 33, sobre la relacién entre las raices caracteristicas
y los valores propios, se enuncia ahora del modo siguiente: las raices
caracteristicas de una transformacién lineal ¢, pertenecientes al
campo fundamental P, y sélo éstas, son valores propios de esta
transformacidn.

La teoria de los espacios euclideos (cap. 8) estd ligada esencial-
mente con el campo de los nimeros reales,

También se pueden generalizar para el caso de un campo funda-
mental arbitrario P algunos de los aparlados del dlgebra de los
polinomios expuestos anteriormente. Sin embargo, s necesario
lijar previamente cl sentido exacto del concepto de polinomio sobre
un campo arbitrario.

Listo se debe a que en el § 20 se senalaron dos puntos de vista
sobre el conceplo de polinomio: el concepto formal algebraico y el
tedrico funcional. Ambos se pueden generalizar al caso de un campo
fundamental arbitrario. No obstante, siendo equivalentes para el
caso de campos numéricos (véase el § 24) y, como [icilmente se
comprueba para campos infinitos en general, dejan de ser equivalentes
ya para campos finitos,

Veamos, por ejemplo, el campo Z, introducido en el § 45, com-
puesto de dos elementos O y 1, siendo 1 — 1 (). Los polinomios
+ 41y 2* - 1 con coelicientes de este campo, son dislinlos, o sea,
no satisfacen a la definicion algebraica de igualdad de polinomios.

n embargo, ambos polinomios toman el valor 1 para « — 0 y el
valor O para x 1, os decir, como «funciones» de la evariables x,
que toma valores en el campo Z,, tienen que suponerse iguales.

En el campo Z; compuesto de tres eclementos: (0, 1, 2, donde
1= 2 =0, se encuentran en la misma siluacién los polinomios:
sV b 1y 2 - 1. En general, se pueden indicar ejemplos de

este Lipo para lodos los campos finilos.

Por lo tanto, en la teoria relacionada al caso de un campo arhi-
trario P, es imposible admitir el punto de vista ledrico funcional
sobre los polinomios. Por consiguiente, es necesario aclarar defi-
nitivamente la delinicion formal algebraica de polinomio. Con
este fin, realizaremos una construceion del amillo de los polinomios
sobre un campe arbitrario £, que no utiliza desde el mismo comienzo
la expresién ordinaria de los polinomios mediante «la indeter-
minada» T,




Examinemos todos los sistemas finitos ordenados posibles de
elementos del campo P que tienen la forma

(o, @ys o ey Quoyy @), (1)

donde n es arhitrario, n >0; para 7 = 0 tiene que ser a, == 0.
Determinando para los sistemas de la forma (1), 1a suma y el pro-
ducto de acuerdo a las formulas (3) y (4) del § 20, convertimos
el conjunto de estos sistemas en un anillo conmutativoe; para
demostrar que se cumpien las propiedades necesarias no hay mas
que repetir palabra por palabra lo que se hizo en el § 20 para los
polinomios numéricos.

En el anillo que hemos constriido, los sistemas de la forma (a)
(caso de » = 0y forman un subcampo que es isomorfo al campo P.
Esto permite identificar fales sistemas con los elementos correspon-
dientes a del campo P, o sea, suponer

(a)=a para todos fos a de /. (2}
Por otra parte, designemos el sistema (0, 1} con la letra z,
= (0, 1).

Entonces, aplicando la definicion de producto indicada anteriormen-
te, obtenemos que z* = (0, U, 1) vy, en general,

2=, 0, ...,0, 1) (3)
e ———
R veces

Aplicando ahora la definicion de suma y producto de sistemas
ordenados, y también las igualdades (2) y (3), resulta:

(@g, @y, o, ..., Au-y, @,) =
= {ag) -0, a)) | (U, O, az) ...
+(0,0, ..., 0, an)-H(0, 0, ..., 0, g)=
-1 veees n veces
= (a¢) +{e) (0, 1) +{a) (0, O, ...
oo (@) 0, 0y oo 0s 0, Dt (an) (0, 0, .o, 0, 1) =
S 1 . S S (L -

Por lo tanto, todo sistema ordenado de Ia forma (1) se puede
expresar en forma de un polinomio con respecto a x, con coeficientes
del campo P, siendo evidentemente esta expresion iinica. Basindose
finalmente en la conmutatividad ya demostrada de 1a suma, se puede
pasar a la expresion segdin las potencias decrecientes de x.
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Por consiguiente, construimos aqui un anillo conmutative que,
naturalmente, se debe denominar anillo de los polinomios en la inde-
terminada x sobre el campo P. Este anillo se designa con la notacién
P, .

En el anillo P |x] estd contenido el mismo P, lo cual ya se habia
demostrado antes. Asi como en el caso de anillos de polinomios sobre
campos numéricos (véase § 20), el anillo P [x| posee unidad, no
contiene divisores de cero y no es campo.,

Si el campo P estd contenido en un campo mds amplio P, el anillo
P |x] es un subanillo del anillo P [x): puesto que todo polinomio con
coeficientes de P se puede considerar como polinomio sobre el campo
P,y lasuma y el producto de polinomios dependen sélo de sus coefi-
cienles, no variando al pasar a un campo méis amplio.

Para tener una idea mejor acerca del concepto verdadero del
«anillo de los polinomios sobre el campo P», examinémoslo también
desde olro dngulo.

Supongamos que el campo P esli contenido como subanillo en
algin anillo eonmutative L. Un elemento e del anillo L se llama
algebraico sobre el campo P, si existe una ecuacién de grado n, n>1,
con coeficientes del campo P, a la cual satisface el elemento o si
tal ecuacién no existe, el elemento « se llama trascendente sobre »
el campo P. Esli claro que el elemento x del anillo P [x] es trascen-
dente sobre el campo P.

Subsiste el teorema signiente:

Si el elemento o del anillo L es trascendente sobre el campo P, el
subanitio ', obtenido por adjuncion del elemento o al campo P (o sea,
el subanillo minimo del anillo L gue contiene al campo P y al ele-
mento o), es isomorfo al anillo de los polinomios P |x].

tin efecto, cualquier elemento f del anillo £ que se puede expre-
sar en la forma

f=aw” - |-ae" 4 ... Lag e ta,, n=0, (4)

con coeficientes aq, ay, ..., a,_, a, del campo P, estarid contenido
en el subanillo L. El clemento p no puede poseer dos expresiones
distintas de la forma (4), pues, restando una expresion de la otra
resultaria una ecuacién sobre el campo P a la que salisfaria el
elemento 2, lo enal contradice a la hipétesis de que el clemento «
es trascendente. Sumando los elementos de la forma (4), segin las
reglas de la adicion en el anillo L, se pueden sumar los coeficientes
de polencias iguales de a; sin embargo, ésto coincide con la regla
de adiciéon de los polinomios. Por otra parte, multiplicando los ele-
mentos de la forma (4) segin las leyes de la multiplicacion en el anillo
Iy aplicando la ley de distribucion, podemos efectuar la multi-
plicacion término a término y reunir después los términos semejan-
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tes; evidenlemente, esto nos lleva a la conocida regla de la multi-
plicacion de los polinomios. Con esto queda demostrado que los
elementos de la forma (4) forman en el anillo L un subanillo que
contiene al campo P y al elemento «, es decir, que coincide con L',
y que este subanillo es isomorfo al anillo de los polinomios P [x].

Vemos, pues, gue la eleccion gue hicimos de las definiciones para
las operaciones con los polinomios no fue casual: ésta queda comple-
tamente determinada debido a que el elemento & del anillo P [x]
tiene que ser trascendente sobre el campo P.

Obsérvese gue al construir el anillo de los polinomios P |x]
nunca se aplicd la division de los elementos del campo P y solamente
una vez, cnando se demostraba la proposicién sobre el grado del pro-
ducto de los polinomios, hubo que referirge a la ausencia de divisores
de cero en el campo P. Por consiguiente, se puede tomar un anillo
conmulativo arbitrario L, y repitiendo la construccion realizada
anteriormente, resnlia el anillo de los polinomios L |x) sobre el anillp L;
si en este caso ¢l anillo L no contiene divisores de cero, el grado
del producle de los polinomioes serd ignal a la suma de los grados
de los factores y, por consiguiente, el anillo de los polinomios L [x]
tampeoeo contendra diviseres de cero.

Volviendo a considerar los polinomios con coeficientes de un
campo arbitrario P, observemos que, substancialmente, toda la
teoria de la divisibilidad de los polinomios {véanse §§ 20-22) se gene-
raliza a este caso. Precisamente, en el anillo P |x] tiene valor el
algoritmo de la divisién con resto, en la que el cociente, asi como el
residuo, pertenecen tambidn al anillo P {#]. También tiene sentido
en el anillo P [z| el concepto de divisor y se conservan todas sus propieda-
des principales. Ademis, como el algoritmo de la divisién no nos saca
fuera de los limites del campo fundamental P, se puede afirmar que
la propiedad del polinomio ¢ (x) de ser divisor de f (r) no depende de
qute se considere el campo P o cualquier ampliacidn de él.

En el anilio P {x] se conservan también fa definicidn y todas las
propiedades del mdximo comiin divisor, incluyendo el algoritmo de
Euclides y el teorema demostrado en el § 21 mediante este algoritmo.
Obsérvese que, como el algoritmo de la divigion con resto no
depende, como ya sabemos, del campo fundamental elegido, se
puede afirmar que el mdrimo comun divisor de dos polinomios dados
tampoco depende de que se considere el campo P o una ampliacion arbi-
traria P del mismo. Finalmente, para los polinomios sobre el campo P
tiene sentido el concepto de raiz y conservan su valor las propiedades
fundamentales de las rafces.

También se conserva la teoria de las raices maltiples; por cierto,
al final del parrafo signiente volveremos a examinar esta cuestion.

Estas observaciones nos permitirian referirnos en adelante a los
§§ 20-22 al estudiar los polinomios sobre cualguier campo P.
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§ 48. Descomposicion de los polinomios
en factores irreducibles

EEn virtud del teorema de existencia de raiz (§ 24), para los cam-
pos de niimeros complejos y reales quedd demostrada la existencia
y unicidad de la descomposicion de un polinomio en factores irre-
ducibles. Estos resultados son casos particulares de los Leoremas
generales referentes a polinomios sobre un campo arbitrario P.
L1 presente parrafo estd dedicado a la exposicion de esta teoria gene-
ral, que es andloga a la teorfa de la descomposicion de los nameros
enteros en factores primos.

Determinemos primero los polinomios que desempeiian en el
anillo de los polinomios el mismo papel que los nliimeros primos en
el anillo de los nimeros enteros. Subrayemos previamente que en
esta definicion se va a iratar solamente de polinomios de grado
mayor o igual a la unidad; esto corresponde al hecho de que en la
definicién de los niimeros primos, al estudiar las descomposiciones
de loz niimeros enteros en factores primos, los numeros 1y —1 se
excluyan.

Sea dado un polinomio f (z) de grado n, n =1, con coeflicientes
pertenecientes al campo P. En virtud de la propiedad V del § 21,
todos los polinomios de grado cero son divisores de f (r). Por otra
parte, en virtud de VIL, también son divisores de [ (x) todos los
polinomios ¢f (x), donde ¢ es un elemento de P diferente de cero,
agotandose con éstos todos los divisores de f (x) de grado n. Iin cuanto
a los divisores de f (x}), de grado mayor que 0, pero menor que n,
éstos pueden existir en el anillo P [x], o pueden no existir. En el
primer caso, el polinomio f (r) se llama reducible en el campo P
(0o sobre el campo P); en el segundo caso, irreducible en este campo
(o sobre este campo).

Recordando la definicion de divisor se puede deciv que un poli-
nomio | () de grado n es reducible en el campo P, si se puede descompo-
ner sobre este campo (o sea, en el anillo P |x|) en el producto de dos
factores de grados menores que n:

()= () $ (@; (1)
f (x) es irreducible en el campo P, si en cualquicra de sus deseomposi-
ciones de la forma (1), uno de los factores es de grado O y otro, de grado n.

s menester tener en euenta gue se puede hablar de reducibilidad
o irredueibilidad de un polinomio selamente con respecto a un campo
dado £, pues, un poelinomio que es irreducible en este campo puede
ser reducible en cierta ampliacion 2 de ¢1. Por ejemplo, el polino-
mio 2 — 2 de coeficientes enteros es irreducible en el eampo de
mimeros racionales, puesto que no se puede descomponer en un
producto de dos factores de primer grado con coclicientes racionales.
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Sin embargo, este polinomio es reducible en el campo de nimeros
reales, como muestra la igualdad

—2=(e—V2)(z+ VD).

El polinomio z* -4 1 no s6lo es irreducible en el campo de niimeros
racionales, sino también en el campo de niimeros reales; sin embargo,
se hace reducible en el campo de nimeros complejos, puesto que

2?1 = (w—i) (x| i).

Indiquemos unas cuantas propiedades fundamentales de los
polinomios irreducibles, recordando que se trata de polinomios
irreducibles en el campo P.

o) Todo polinomio de primer grado es irreducible.

En efecto, si este polinomio se descompusiese en un producto
de factores de menor grado, éstos tendrian que ser de grado cero.
No obstante, el producto de cualesquiera polinomios de grado cero
es de nuevo un polinomio de grado cero, y no de grado uno.

Py Si el polinomio p (x) es irreducible, lo es también cualquier
polinomio cp (x), donde ¢ es un elemento de P diferente de cero.

Esta propiedad es consecuencia de las propiedades [ y VII § 21
y nos permitird limitarnos, alli donde hiciese falta, al estudio de
fos polinomios irreducibles cuyos coeficientes superiores sean iguales
a la unidad.

v) Si f(x) es un polinomio arbifrario y p (x) es un polinomio
irreducible, entonces f (x) es divisible por p (z), o estos polinomios son
pnmm entre si.

i (f (), p(2)) = d (), el polinomio d (r), siendo divisor del
pulmumm unduclhle p (r), es de grado O o bien es un polinomio
de la forma cp (z), ¢ 5= 0. En el primer caso, f (z) y p (z) son primos
entre si, en el segundo, f(x} es divisible por p (z).

6) Si el producto de los polinomios f (x) y g (x) es divisible por un
polinomio irreducible p (x), al menos uno de estos factores es divisible
por p ().

En efecto, si f (z) no es divisible por p (z}, segin y), f (z) v p (z)
son primos entre si, y, entonces, segiun la propiedad b) del § 21,
el polinemio g (z) tiene que ser divisible por p (z).

La propiedad §) se generaliza sin dificultad al caso del producto
de cualquier numero finito de factores.

Los dos teoremas que siguen son el objeto principal del presente
parrafo.

Todo polinomio f (x) de grado n, n =1, del anillo P [z], se des-
compone en un producto de factores irreducibles.

En efecto, si el mismo polinomio f (x) es irreducible, el producto
indicado consta de un solo factor. Si es reducible, se puede descompo-
ner en un producto de factores de menor grado. Si entre estos factores
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hay de nuevo reducibles, efectuamos la descomposicion siguiente en
factores, etc. Fste proceso tiene que terminarse después de un niimero
finito de ensayos, pues, sea cual fuese la descomposicién de f (z)
en factores, la suma de sus grados tiene que ser igual a n, por lo
que el namero de factores que dependen de z no puede ser mayor
que n.

La descomposicion de los niimeros enteros en factores primos
es finica, si nos limitamos a considerar los niimeros enteros positi-
vos. Sin embargo, en el anillo de todos los niimeros enteros la uni-
cidad subsiste, salvo el signo: asi pues, —6 = 2.(—3) = (—2)-3,
10 = 2.5 = (—2)(—5), ete. En el anillo de los polinomios nos
encontramos con una siluacién analoga. Si

flx) = py(x) p2(2) ... psla)

es una descomposicién del polinomio f () en un producto de factores
irreducibles y si los elementos ¢y, ¢z, . . ., ¢; del campo P son tales
que su producto es igual a 1, entonces en virtud de B),

f(&) = [eypy ()] [eapa (2)] -+ . [eaps ()]

también serd una descomposicion de f (x) en un producto de factores
irreducibles, Con éstas se agotan todas las descomposiciones de f (z):

Si un polinomio f (x) del anillo P |z] se descompone de dos modos
en un producto de factores irreducibles:

f(x) = po(@) pa (7). P (@) =1 (2) g2 () ... qu (), (2

entonces, s — 1y, con una numeracion adecuada, se verifican las igual-
dades:
gl =cpilx), i=1,2,...,5 (3)

donde ¢; son elementos del campo P diferentes de cero.

Este teorema subsiste para los polinomios de primer grado, pues,
dstos son irreducibles. Por lo tanto, la demostracidn se hara emplean-
do ¢l método de induccion sobre el grado del polinomio, es decir,
se demostrara el teorema para f (x), suponiendoque ya esti demostra-
do para los polinomios de menor grado.

Como g, (x) es divisor de f (z), en virtud de la propiedad 6) y de
la igualdad (2), ¢, (z) serd divisor por lo menos de uno de los poli-
nomios p; {x), por ejemplo, de py (z). Mas, como el polinomio p, (z)
es irreducible y el grado de py (z) es mayor que cero, existe un ele-
menlo ¢ tal que

gy (2) =eypy (2). (4)

Poniendo en (2) esta expresion de ¢ (x) y simplificando por py (x)
(lo cual se permite, puesto gue en el anillo £ |zl no hay divisores
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de cero), se obliene la igualdad
P2 (&) pal®) o0 pad2) clega (D) ga (@) ... (@),
Como el grado del polinomio que es igual a eslos productoes, es menor

que el grado de f(r), queda ya demostrado que s —1 = ¢ — 1,
de donde s {, y que existen unos elementos ¢;, €, . . ., €5, tales
que e;ps () — eyga (2), de donde g» (x) (e} e3) po (2), ¥ e;p; ()

q {x), i 3, ..., s Haciendo ¢l ¢, — ¢ y teniendo en cuenta

(4). obtenemos la igualdad (3).

El teorema «que acabamos de demastrar se puede enunciar mas
brevemente: tode polinomio se descompone en factores irreducibles
de un modo jinico, salvo factores de grado cero.

Por cierto, siempre se puede considerar la descomposicion de la
signiente forma especial, que para cada polinomio ya es completa-
mente dnica: se toma cualquier descomposicién del polinomio f (x)
en factores irreducibles y de cada uno de estos factores se saca [uera
de paréntesis su coeficiente superior. Se obticne la descomposicidn

fl@)=agp, (x) palz) .. psl), (5)
donde todos los p; (&), ¢ — 1, 2, . .., s, son polinomios irreducibles
cuyos coeficientes superiores son iguales a la unidad. El factor a,
serd igual al coelicienle superior del polinomio f (z), lo que se
comprueba ficilmente efectuando las multiplicacienes en el segundao
miembro de la igualdad (5).

Los faclores irreducibles que [orman parte de la descomposicion
(), no son todos necesariamenle distintos. Si el polinomio irredu-
cible p {(x) figura unas c¢nantas veces en la descomposicién (3), se
Nama factor miltipte de f (x): precisamente, % es el orden de multi-
plicidad, si en la descomposicion (5) hay exactamente & factores
iguales a p (x). Si el factor p (&) figura en (D) una sola vez, se llama
factor simple (el orden de mulliplicidad es igual a uno) de f (x).

Si en la descomposicion (3) los [actores py {x), pa (2), . - ., p; (X)
son distintos entre si ¥y cualquier olro factor es igual a uno de éstos,
siendo k;, i =1, 2, ..., I, el orden de multiplicidad del factor
pi (x), la descomposicién (5) se puede escribir en la forma siguiente:

f (@) =aopli (@) Pl (a) . . . pjt(a). (6)

A continuacién se utilizara, por lo general, esta expresion, sin
advertir ya que los exponenles son los érdenes de multiplicidad
de los [actores respeclivos, es decir, que p; (x) 5= p; (x) para i == j.

Dadas las descomposiciones de los polinomios f (x) y g (z) en factores
irreducibles, el mdzimo comin divisor d (x) de estos polinomios es igual
al producto de los factores que figuran simultdneamente en ambas
descomposiciones, elevado cada factor a una potencia igual al minimo
de los drdenes de su multiplicidad en ambos polinomios.
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En efeclo, el producto indicado es divisor de cada uno de los
polinomios [ (z) ¥y g (z), y, por esto, lo es también de d (z). 5i este
producto fuese distinto de d {z), en la descomposicién de d (z) en facto-
res irreducibles estaria contenido un factor que no figura en la des-
composician de alguno de los polinomios f (z) y g (z), lo cual es
imposible, o bien, uno de los factores estaria clevado a una mayor
polencia que la que tiene en la descomposicién de alguno de los poli-
nomios f (z) y g (), lo cual, de nuevo, es imposible.

I'sle teorema es andlogo a la regla segin la cual se busca ordi-
nariamente el maximo comun divisor de los ndmeros enteros. Sin
embargo, esle ieorema no puede sustituir al algoritmo de Euclides
en el caso de los polinomios. En efecto, como s6lo hay un niimero
finilo de nGmeros primos menores giue un namero entero positivo
dado. la descomposicién de un nimero entero en faclores primos
se consigue mediante un ntmero finito de ensayos. FEsto ya no se
verifiea en el anillo de los polinomios sobre un campo fundamental
infinito y, en el caso general, no se puede senalar un mélodo para
la descomposicién prictica de los polinomios en faclores irreducibles.
Incluso la resolucién del problema para averiguar si ¢l polinomio
{ () es irreducible en un campo dado 2, en el cago general, es muy
dificil. Asi pues, la descripeion de Lodos los polinomios irreducibles
pura el caso de los campos de niameros complejos y reales fue obleni-
da en el § 24 como consecuencia de un teorema muy impertante de
existencia de la raiz. En lo que se refiere al campo de nitmeros racio-
nales, se hardn solamente algunas proposiciones de caricler parlicu-
lar en ¢l § 56 con respecto a los polinomios irreducibles sobre este
campo

{iemos demostrado que en el anillo de los polinomios, al igual que en el
anillo de los nimervs enterns, subsiste la descomposicion en factores sprimoss
(irreducibles)* y que esta descomposicidn en cierto sentido es tnica. Surge la
pregunta, :ise pueden generalizar estos resultados a ey e anillos mis
amplios? En este caso nos limitaremos a considerar anillos conmutalivos que po-
sean unidad ¥y no contengan divisores de cero.

Llamaremos diviser de la unidad a un elemento a del anillo para el que exis-
te en este anillo el elemento reciproce a=1,

aa~l=1,

En el anillo de los niimeros enteros, éstos son los nimeros 1 v —1; en el anillo
de los polinomios P [z]. todos los polinomios de grado cero, o sea, los niimeros
del campo P, distintos de cero. Un elemento e diferente de ceto, que no ivi-
sor de Ta unidad, se Hama elemento prime del anillo, =i en cualquiera de sus des-
composiciones en un producto de dos factores, ¢ — ah, uno de estos factores es
inevitablemente divisor de la unidad. Fn ol anillo de los niimeros enteros son
clementos primoes los niimeros primos, en el anillo de los polinomios, los poline-
mios irreducibles.

+5e descompone en un producto de factores primos cualquier elemento del
anillo eonsiderado, que no sea divisor de la unidad y sea diferente de cero? En

* Llamada descomposicion factorial. (Neta del 7).
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caso de afirmacion, (serd Gnica tal descomposicion? Esto (ltimo hay que enten-
derlo en el sentido siguiente: si

E=piPa - Pr=Qg2 --- @
son dos descomposiciones del elemento a en factores primos, entonces, k = I
v (posiblemente, después de cambiar la numeracion)

i == My, i= j P F—

donde ¢; es divisor de la unidad.

n el caso general, ambas preguntas tienen una respuesta negativa., Aqui
nos limitaremos con un ejemplo: indicaremos un anillo en el que la descom-
posicion cn factores primos, aunqlue es posible, no es Gnica,

Examinemos los nameros complejos de la forma

a=a- b} —3, (7
donde a y b son nimeros enteros, Todos estos nimeros forman un anillo
sin divisores de cero (ue contiene la unidad; en efecto,

(a4 61V =3 (c+a V—3)=(ac—3bd) | (be | ad) V' —3. %
Liamemos norma del ndmero g—a -6 17 —3 al wimers entero positivo

Nia)- aZ.! 302,

En virtud de (8), la norma del producto es igual al producto de las normas

de los factores:

N ()= N (@) N (). )
En efecto,
(ac—3bd)2 | 3 (be b ad)? = ae? |- 902¢2 13022 - 3ald?

= (a2 3b2) (2 | 22,

Si en nuestro anillo el ndmero e es divisor de la unidad, o sea, que el nimers

-1 también tiene la forma (7), entonces, por (9),
Nia) N (e ) =N (aa~l) =N (1)=1,

de aqui que, A (o) =1, pues los nimeros N (z) ¥y N (271) son enteros y posili-
vos. Sig = a4 b}/ =3, do N (z) =1 se deduce que

N (@)=a® | 2p2—1;
sin embargo, esto es posible sélo enando & = 0, @ = 4+ 1, Por lo tanto, en nues-
tro anillo, asi como en el anillo de los miimeros enleros, son divisores de la unidad
solamente los nimeros 1 y —1 y solamente estos nimeros tienen la norma igual
a la unidad.

Naturalmente, la igualdad (9) para la norma del producto se generaliza
para el caso de un nimero finito de factores, De aqui ficilmente se deduce que
todo niimero ot de nuestro anillo se puede descomponer en un producto de un ridme-
ro finito de faetores primos; la demostracion se la dejamos al lector.

No obstanle, ya ne se puede afirmar gue la descomposicion en factores pri-
mos es tinica. Por ejemplo, se cumplen las igualdades.

i=22=(1+ VTR U— VD).
En nuestro anillo no hay otros divisores de la unidad mis que los nimeros 1 v—1.,
por lo que el nimero 14 1/ —3 (asi como el nimero 1 — 1/ =3} no puede dife-

renciarse del nimero 2 solamente en un factor que sea divisor de la unidad. No
queda mas que demostrar que en el anillo considerado, cada uno de los mimeros
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LAY gt — l/—_—3 es primo. En electo, la norma de cada uno de estos
tres nimeros es igual al nimero 4. Sea & uno de estos nimeros y supongamos que
o= fy.

Entonces, segin (9), es posible uno de los tres casos:

NP =4 Ny=1 2 NE=1 Ny=4%

3) NPF=N =2 5 o
En el primer caso, como ya sabemos, el nimero y es divisor de la unidad, en el
segundo caso, el divisor de la unidad es fi. En lo que se refiere al tercer caso, éste
es imposible, en general, puesto que, para enteros a y b, la igualdad

a% L ahz=2
es imposible.

Factores mualtiples. A pesar de que mas arriba se indicé que
no sabemos descomponer los polinomios en factores irreducibles,
existen métodos para saber si un polinomio dado posee factores
miltiples o no, y, en caso de una respuesta positiva, éstos permiten
reducir el estudio de este polinomio al estudio de olros que ya no
poseen factores multiples. Sin embargo, estos métodos exigen la
imposicion de ciertas restricciones al campo fundamental. Preci-
samente, todo el contenido ulterior del presente pirrafo se va a expo-
ner suponiendo que la caracteristica del campo P es cero. Sin esia
restriccion, los leoremas sobre los factores miltiples que se demos-
trardn a continuacion, pierden su valor; ademis, desde el punto
de vista de las aplicaciones, el caso de campos de caracteristica
cero es el mas importante, pues, incluye a todos los campos numé-
ricos. .

Obsérvese primero que el concepto de derivada de un polinemio,
introducido en el § 22 para los polinomios de coeficientes complejos,
v las propiedades principales de este concepto, también se generalizan
para el caso considerado*. Demostremos ahora el siguiente teorema:

Si p (x) es un factor irreducible miltiple de orden k, k=1, del
polinomio f (x), entonces, es también un factor nuiltiple de orden (k — 1)
de la derivada de este polinomio. En particular, un factor simple del
polinomia no figura en la descomposicidn de la derivada.

En efecto, supongamos que

f (@)= p" (x) g (), (10}
donde g(x) ya no es divisible por p(x). Derivando la igualdad (10),
resulla:
1 (@) = " @) g’ @)+ kph=t (o) p’ () g () =
=prta) | pe) g (x) 4 kp () g ()]
El segundo término que figura entre parénlesis no es divisible por
p (2); en efecto, g () no es divisible por p (2) segin la hipdlesis y

* Para los campos de caracteristica finita carece de valor la afirmacion de
que la derivada de un polinomio de grado n es de grado n—1.
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p’ (x) es de grado menor, o sea, tampoco es divisible por p (z). De
aqui, en virtud de la irreducibilidad del polinomio p (z) y de las
propiedades &} del presente parrafo y 1X del § 21, resulta nuestra
afirmacion. Por olra parte, el primer término que ligura enire cor-
chetes es divisible por p {x), por lo cual, toda esta suma no puede
ser divisible por p (x), o sea, el factor p (z) figura, efectivamente,
en [° (*) con la multiplicidad & — 1.

De nuestro teorema y del método indicado anleriormente para
la averiguacion del maximo comin divisor de dos polinomios, se
deduce que, dada la descomposicion del polinemio f (z) en factores
irreducibles:

f@) =aoplt (@) pia(a) - pji(a), (11)

el mdrimo comiin divisor del polinomio f (z) y su derivada posee la
siguiente descomposicion en factores irreducibles:

U@, 1 @y=p1" @ pl " (@) ... opt 7 (), (12)
en la que, naturalmente, si ky - 1, el factor pli! (2} se debe susti-
tuir por la unidad. En particular, el polinomio [ (x) no contiene facto-
res miiltiples cuando, y silo cuando, éste es primo con su derivada.

Por consigniente, hemos aprendido a responder a la pregunta
sobre la existencia de factores multiples de un polinomio dado.
Ademis, como fa derivada de un polinomio, asi como el miaximo
comun divisor de dos polinomios, no dependen de que se considere
el campo P o cualquiera de sus ampliaciones P, comoe consecuencia
del resultado que acabamos de demostrar obtenemos que:

Si un polinomio f (x) con coeficientes de un campo PP de caracte-
ristica cero, no tiene sobre este campo factores miltiples, no los tendrd
tampaoco sobre ninguna ampliaciin P del campo P.

iin particular, si f (x) es irreducible sobre P, y £ esalguna amplia-
cion del campo £, entonces, aunque f (z) pueda ser ya reducible
sobre £, no puede ser divisible por el cuadrado de un polinomio
irreducible (sobre P).

Separacién de los factores miltiples. Dado un polinomio f (x) con
la descomposician (11) y designando con d; () el méaximo comun
divisor de f () y su derivada f* (), la expresién (12) representa la
descomposicion de d, (z). Dividiendo (11) por (12}, resulta:

04 () =~ = aupy (@) o) - e @),

o sea, obtenemos un polinomio que carece de factores miltiples.
Ademis, cualquier factor irreducible de vy (x) es tamhién factor
de f (). Con esto, la averiguacion de los factores irreducibles de
f (@) se reduce a la averiguacion de log mismos para el polinomio
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vy (x), que, por lo general, es de menor grado y conliene solamente
factores primos. Resolviendo este problema para v, (), no queda
mis que determinar la mulliplicidad en f (x) de los factores irre-
ducibles hallados, lo cual se consigue aplicando el algoritmo de la
divigion.

Generalizando el método que acabamos de exponer, se puede pasar a exami-
nar inmediatamente unos cuantos polinomios sin factores miltiples. Hallando
sus factores irveducibles, no silo obtenemos todos los factores irreducibles de
{ {x}, sino también sus ordenes de multiplicidad. .

Sea (11) la descomposicion de f () en factores irreducibles y s, s = 1, ol
orden superior de multiplicidad de los factores. Designemos con #y (z) ¢l pro-
ducto de todos los factores de primer orden del é}nliuomiu f {2); designemos con
Fy (z) el products de lodos los Tactores de segundo orden, pero tomados una sola
ver cada uno, eote; finalmente, con £, (z) el producto de todos los factores
de orden s, pero tomados también una sola ver cada uno. Si para cierto
nimere f no existen en f (x) factores de orden j, se supone que F;{(x) 1. Enton-
cos, f () es divisible por la k-ésima potencia del polinomio &, (0. & i,
2, wee 8, ¥ 1o descomposicicn (1) toma la forma

flry  apty (2) FE(x) File) o0 P,
v la descomposicion (12) para o (#) - {(f(x), § (z)) 80 eseribe asi:
dyxy - Fola) F(z) ... Fi-l{o),

Designando con dofz) el miximo comin divizsor del polinomio &, ()
v =u derivada v, en general, con dg(z), el miximo comin divisor de las
polinomios d, j ) v odp (), oblenemos:

oy () = Fg(a) F5(x) ... F§ 7 (a),
daley  Fole) Fi(o) ... FOo (),

de_ylay  Fola),

e ley L
De agqui que
o k@ F@ e,
{ .
e SHR F ) Pyt e B,
Yot : .
P ZEEL < Fala) o Fea),
1 fr) %’E‘-T—) Folr),
v, finalmente,
S £y (1) S L) g b
Iy () ) Fo(z): Tale) L Falr)  vyix).

Por lo tanto, aplicando #6lo métodos que no exigen of conocimiento de Ins
factores irreducibles de f (), como la derivacion, la aplicacién del algoritmo
de Buclides v del algoritmo de la division, se pueden hallar los polinemios

20— 352
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Folz)y Falx), ..., Flz) que carecen de Jactores miltiples, siendo cada factor
irreducible del polinomio &y (z), k = 1, 2, ..., s, un factor de f(z} de vrden k.
El método expuesto no se puede considerar como método de descom posicidon
de un polinomio en factores irreducibles, pues, para s = I, es decir. para un
polinomio sin factores maltiples se obtendria solamente f{x) = Fy {2},

§ 49. Teorema de existencia de la raiz

El teorema fundamental demostrado en el § 23, sobre la existen-
cia de una raiz en el campo de nimeros complejos para cualguier
polinomio numérico, no se puede generalizar para el caso de un campo
arbitrario. En el presente parrafo se va a demoslrar un teorema que,
en cierta medida, sustituye en la teoria general de los campos al
teorema fundamental indicado del algebra de los nimeros complejos.

Sea dado un polinomio f (z) sobre ¢l campo P. Surge la pregunta:
cexiste alguna ampliacion £ del campo P en la que f (z) tenga ya
por lo menos una raiz, si el polinomio f (r) carece Lotalmente de
raices en el campo P’? Aqui se puede suponer que el grado de | (x)
es mayor que la unidad, pues, para los polinomios de grado cern la
pregunta no tiene sentido y cualquier polinomio de primer grado

, . . & .
ax -+ b tiene la raiz ——en el mismo campo P. Por olra parte,

estia elaro que podemos limitarnos al caso en que el polinomio f (x)
sea irreducible en el campo P, puesto que, en caso conlrario, la raiz
de cualguiera de sus factores irreducibles serviria de raiz para si
mismao.

La respuesta nos la da el siguienle teorema de existencia de laraiz:

Para cualquier polinomio [ (z), irreducible sobre el campo P, existe
una ampliacion de este campo en la que estd contenida una raiz de
f (x). Todos los campos minimos que contienen al campo P y a alguna
raiz de este polinomio, son isomorfos cntre si.

Demostremos primero la segunda mitad del teorema.

Sea dado un polinomio

@) = @™ +az" 4. . - gzt a, (1)

7 =2, irreducible sebre P, de modo que [ (x) no tiene raices en el
mismo campo P. Supongamos que existe una ampliacién P del
campo P, que contiene una raiz & de f (z), v demostremos el siguien-
te lema que, ademas de ser mecesario para nuestra demostracion,
es también de interés particular:

Si la raiz o, perteneciente a P, de un polinomio f (z) irreducible
ern P, es también raiz de un polinomio g (z) del anillo P |z), entonces
f (2) es un divisor de g (z).

En efecto, en el campo P los polinomios f (x) y g (z) tienen un
comin divisor, x — o, por lo que no gon primos entre si. No obstante
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la propiedad de los polinomios de no ser primos entre si no depende
del campo que se haya elegido, por lo cual, se puede pasar al campo
P y aplicar la propiedad y) del parrafo anterior.

Hallemos ahora el subcampo minimo P {a) del campo P que
contiene al campo P y al elemento c. Ante todo, al campo buscado
pertenecen todos los elementos de la forma

B=0bo+ bt bt 4 ... 4 bp_y™ 1, @)

donde by, b3, bz, . . ., b,y son elementos del campo P. Ningin
elemento del campo P puede poseer dos expresiones distintas de la
forma (2), pues si se cumpliese también la igualdad

B=cod et F e 4 ... 4 cuoya™?,

donde por lo menos para un k fuese by, o seria raiz del poli-
nomio

g@y=y—cp} -t —cyad (by—e) a4 L J{bay—ep )2,
lo cual contradice al lema demostrado anteriormente, pueslo que
el grado de g (z) es menor gue el de f {z).

Entre los elementos del campo £ que tienen la forma (2), figu-
ran todos los elementos del campo P (cuando by == by - ... =

“ b,y — 0), y también el mismo elemento @ (cuando b, = 1,
bg = bz = ... = by = 0). Demostremos que los elementos de la

forma (2) jorman todo el subcampo P (&) buscado. En efecto, dados
el elemento B (con la expresion (2)) y

Y=cpte oot L o™,

en virtud de las propicdades de las operaciones en el campo P,
se liene

Bty = (B == co) -+ (by = e) b (Ba £ ) @2 - ... + (byoy = €4y ™

o sea, la suma y la diferencia de dos elementos cualesquiera de la
forma (2) son de nuevo clementos de la misma forma.

Multiplicando P por yp resulla una expresion que contiene a o
y a potencias mas superiores de . S8in embargo, de (1) y de la igual-
dad { () =0, se deduce que o™ y, por lo lanto, amtl, o™ clc, se
pueden expresar mediante potencias menores del elemenlo o.
El método mis simple para hallar la expresién de By consisle en
lo siguiente: sean

Plr)=bo+ bz .. F by @ Y@y =cq b ... depo @l

de donde, ¢{a)=p, (o) —y. Multiplicando los polinomios ¢ ()
y Y (x) ¥ dividiendo este producto por f(z), resulta

¢ {z)=F(x)q(2)+ r(2), (3
20+
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donde
r{)=dy -dx ... dy N
Hallando los valores de ambos miembros de la igualdad (3} para
x-=a, resnlla:
gl o) - fla) g (@) b r(a),
o sea, como f(o) 0,
By dy oo dpm

Porle tanto, £l producio de dos elementos de Ia Torma (2) es de nnevo
un clemento de la misma forma.

1temosteemos, finalmernte, que si el elementa f es de la forma (2)
v == 0, el elemento B~ que existe en el campo £, también se puede
expresar en la forma (2). Para esto, tomemos ¢l polinomio

g (7} = by by oo et

del anillo P lzl. Como el grado de ¢ (r) es inferior a) de / (z) y el
polinomio f (x) es irreducible sobre £, los polinomios ¢ (z) v f (2)
son primes entre sl y, en virtwd de los §§ 21 y 47, en el anillo
J? ) exigten unos polinomios w (x) ¥ v (r) tales que

G(ryu () L flo)e ()= 1;
ademis, se puede suponer gue el grado de w{x} es menor que n:
w{x)-=8s-f $14- 1. | S x™
De aqui, en virind de Ja jgnaldad (@) =—=0, resulla;
@ (o) ule) =1

v, por esto. debido o la igualdad g (o) = f. se tiene:
B wlm)=sgfsy® o szt

Por lo tanto, el conjurnite de los elemeantos del campo £ que tignen
la forma (2) forman un subcampo del campo P; ésle sera ¢l campo
buscado £ («). Como hemos visto, para hallar la suma y el praducto de
los elementos B y y de la forma (2) solamente hay que conocer los
coeficientes de las expresiones de eslos elementos mediante las
potencias de &, por le cual, se puede afirmar que subsiste el resul-
tado siguiente: si ademas de P existe otra ampliacién P del campo
P que contiene también una raiz &’ del polinomio f (z), y si P (&)
es el snbcampo minimo del campo # que contiene a P y a o, los
campos P (&) y P (a') son isomorfos, donde, para obtener la correspon-
dencia de isemorfismo entre ellos hay que asociar al elemento B
de la forma (2) de P (z) el elementlo

Br=-bytb bp's oLy o
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de P (') que tiene los mismos coeficientes. Con esto, queda demos-
trada la segunda mitad del teorema.

Pasemos alora a demostrar la primera mitad de este teorema,
que es la fundamental; lo expueslo anteriormente nos indicard el
camino a seguir. Dado un polinomio f (z) de grado » > 2, irreducible
sobre el campo £, se necesita construir una ampliacién del campo
P que conlenga una taiz de f (z). Consideremos para esto todo el
anillo de los polinomios P [2] y dividdmeosle en clases disjuntas,
incluyendo en una clase a los polinomios que al ser divididos por
el polinomio dado f (x) proporcionen residuos iguales. En otras
palabras, los polinomios ¢ (z) y ¥ (z) pertenecerin a una misma
clase, si su diferencia es divisible por f (z).

Convengamos en designar las clases obtenidas con las letras
A, B, C, ete, y definamos la suma y el producto de las clases del
siguiente modo. Tomemos dos clases cualesquiera A y B; elijamos
en la clase A algan polinomio ¢ (x), en la clase B, algin polinomio
Y, (z), ¥y designemos con y; (z) la suma de estos polinomios,

%o () = (2) + gy (&),
y con O;(x), su produclo

0y () = ¢y {2}y (1)
Elijamos ahora en la clase A cualquier otro polinomio ¢, (x), en la
clase B, cualquier polinomio 1 (x), v designemos respectivamente
con ¥a{z) ¥y O(x) su suma y produclo:

¥ () = 2 () - P (1),

02 (2) = ¢ () - P2 ().
Segin la condicién, los polinomios g, () ¥ g2 (x) pertenecen a una
misma clase A, por lo cual su diferencia @, (z) — ¢ (z) es divisible
por f (z); la diferencia W, (z) — 2 (x) posee esla misma propiedad.
De aqui que la diferencia

K (@) — %2 (@) = [y (2) 5 Py (@) — legz (&) 2 ()] =
= [y (2) = 2 (@) -+ [y () —p2 ()] (4)

también es divisible por el polinomio f(x). Esto mismo se cumple
también para la diferencia 0, () —0,(z), puesto que

0 () — 03 (&) — py () Py (2) — o (2) P2 ()} =
= apg () Py () — gy () g () @y (@) P2 (@) — 2 (2) Yo (2) =
= g (@) Dy (@) — P2 @ gy (@) — e (2P (2). (5)

La igualdad (4) muestra que los polinomios ¥, () y = (z) eslén
situados en una misma clase. En otras palabras, la suma de cualquier
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polinomio de la clase A y cualquier polinomio de la clase B pertene-
ce a una clase C completamente determinada, que no depende de los
polinomios que se hayan elegido como «representantess de las cla-
ses A y B; llamemos a esta clase C, suma de las clases A v B:

C=A44B.

Anidlogamente, en virtud de (5), no depende tampoco de la
eleccion de los representantes en las clases A y B la clase D, a la que
perlenece el producto de cualquier polinomio de A por cualguier
polinomio de B; llamemos a esta clase, producto de las clases 4 y B:

D AB.

Demostremos que el conjunto de clases en que se ha dividide
nuestro anillo de polinomios P [x], después de haber intreducido
las operaciones anteriores de suma y producto, se convierte en un
campo. En efecto, e} cumplimiento de Jas leyes asociativa y conmu-
taliva para ambas operaciones y de la ley distributiva es consecuencia
de la subsistencia de estas leyes en el anillo # [z, puesto que las
operaciones con las clases se reducen a las operaciones con los poli-
nomios siluados en estas clases. LEvidentemente, la clase formada
por los polinomios que son divisibles por el polinomio f (z) desem-
peiia el papel del cero. lista se denominara clase cero y se designari
con el simbolo 0. La opuesta a la clase A, formada por los polino-
mios que al ser divididos por f (z} dan un residuo g (z), sera la clase
formada por los polinomios que al ser divididos por f (z) dan el
residuo —@ (z). Je aqui se deduce que en el conjunto de fos polino-
mios e¢s posible la resta, siendo ésta univoca.

Para demostrar que es posible la divisién en el conjunto de las
clases, hay que mostrar que existe una clase que desempena el papel
de la unidad y que existe una clase reciproca para cualguier clase
distinta de la clase cero. La unidad es evidentemente la clase de los
polinomios que al ser divididos por f {(x) dan un residuo igual a 1;
a ésta la llamaremos clase unidad y la designaremos con la nota-
cion E.

Sea dada ahora una clase 4, distinta de la clase cero. Por consi-
guiente, un polinomio ¢ (z), elegido en la clase A como representan-
te, no serd divisible por f (z) y, como el polinomio f (z) es irreduci-
ble, estos dos polinomios seran primos entre si. Por lo tanto, en el
anillo P [z] existen unos polinomios u (r) v v (z) que satisfacen

a la igualdad
¢ (2)yu (@) +f@ye@) =1,
P @ @) =1—1@)v @) ()

El segundo miembro de la igualdad (6), al ser dividido por f {z),
da un residuo igual a 1 y, por lo tanto, pertenece a ia clase unidad £.

de donde
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Designando con B la clase a que pertenece el polinomio u (z), la
igualdad (6) muestra que

AB=E,

de donde B — A-1. Con esto queda demostrada la existencia de una
clase inversa para cualquier clase distinta de la clase cero, es decir,
queda terminada la demostracién de que las clases forman un campo.

Designemos este campo mediante P y demostremos que éste es una
ampliacidrn del campo P. A cada elemento a del campo P le correspon-
de la clase formada por los polinomios que al dividirlos por f (z)
dan un residuo igual a a; el mismo elemento a, considerado como
un polinomio de grado cero, pertenece a esta clase. Todas las clases
de esta forma especial forman en el campo £ un subcampo isomorfo
al campo P. En efecto, es evidente que la correspondencia es biuni-
voca; por olra parte, en estas clases se pueden elegir como repre-
sentantes los elementos del campo 2 y, por consiguiente, a la suma
(producto) de los elementos de P le va a corresponder la suma (pro-
ducto) de las clases correspondientes. lin consecuencia, tenemos
derecho de no hacer diferencia entre los elementos del campo P
v las clases que les corresponden.

Por allimo, designemos con X la clase formada por los polino-
mios que al ser divididos por f () dan un residuo igual a . Esta
clase es un elemento del campo £ completamente determinado,
v queremos demostrar que este elemento es raiz del polinomio f (x). Sea

Flx)=apa™ a2 1 . ..+ @y gz 4.

Designemos mediante 4; la clase que corresponde, en el sentido
indicado anteriormente, al elemento a; del campo P, 0,1, ...
.., ny veamos a qué es igual el elementlo

X0 R e el e A M

del campo . Tomando los elementos @, ¢ -0, 1, ..., n, por
representantes de las clases A4; y el polinomio = por representante
de la clase X, y aplicando la definicion de suma y producto de las
clases, obtenemos que el mismo polinomio f (¥) estd conlenido en
la clase (7). Pero, f (z) es divisible por si mismo, de donde resulta
que (7) es la clase cero. Sustituyendo en (7) las clases A; por sus
elementos correspondientes a; del campo P, obtenemos que en el
campao f se verifica la igualdad

Qo X" @ X - . Fan X 4 a, =0,

o sea, la clase X es verdaderamente raiz del polinomio f (2).
Con eslto queda terminada la demostracién del teorema de exis-
tencia de la raiz. Obsérvese que, tomando por P el campo de los ndmeros
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reales y poniendo f (r) — z* 41, resulta otro método mas de cons-
truccion del campo de los nimeros complejos.

Del teorema de existencia de la raiz se pueden deducir conse-
cuencias analogas a las que se dedujeron del leorema lundamental
del algebra de los nimeros complejos (véase § 24). Hagamos pri-
mero una observacion. Como cada factor lineal # — ¢ del polinomio
f (x) es irreducible, éste tiene que figurar en la descomposicién Gnica
en faclores irreducibles que posee f (x).

Sin embargo, el nimero de factores lineales gue hay en Ia
descomposicién de f ()} en factores irreducibles no puede superar
al grado de este polinomio. Asi, llegamos al siguiente resultado:

Un polinomio f (x) de grado n no puede tener en el campo I’ mds
de n raices, incluso si cada raiz se cuenta lanlas veces como indigque su
orden de multiplicidad.

Llamemos campo de descomposicion del polinomio j () de grado
n sobre el campo P a una ampliacién Q del campo P en la que esién
contenidas n raices de f () (contando las raices multiples tantas
veces cuantas indiquen sus érdenes de multiplicidad). Por consiguien-
te, el polinomio f (x) se descompone sobre el campo @ en lactores
lineales. Ademads, ninguna otra ampliaciéon del campo @ puede dar
lugar a la apariciéon de nuevas raices de f (2).

Para cualquier polinomio f (x) del anillo P |x|, existe sobre el cam-
po P un campo de descomposicion.

En efecto, si el polinomio f (x) de grado n, n =1, tiene n raices
en el mismo campo P, éste sera el campo buscado de descomposi-
cién. Si f (z) no se descompone sobre P en faclores lineales, tomamos
uno de sus faclores irreducibles no lineales ¢ (z) y, basandose en
el leorema de la existencia de la raiz, ampliamos P hasta obtener
un campo P’ que contenga una raiz de ¢ (x). Si el polinomio f {z)
no se descompone todavia sobre P’ en factores lineales, ampliamos
de nuevo el campo, creando una raiz para otro de los faclores irre-
ducibles no lineales que queden. Evidenlemente, después de un
niimero finito de operaciones, llegaremos a oblener para f (xr) un
campo de descomposicion.

Estd elaro que f (z) puede poscer muchos campos distintos de
descomposicién. Se podria demoslrar que todos los campos mini-
mos gue conlienen al campo P y a las n raices del polinomio f (x)
(donde n es el grado del polinomio), son isomorfos entre si. Como
esta proposicién no va a ser utilizada a continuacién, no expondremos
su demostracidn.

Raices multiples. En el pdrrafo anterior se habia demoslrado
que un polinomio f (x), dado sobre un campo £ de caracleristica (),
no tiene factores multiples cuando, y sélo cuando, es primo con su
derivada; también se habia seiialado que la carencia de faclores
miltiples de f (z) sobre el campo P implica la carencia de factores
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de esle tipo sobre cualquier ampliacién P del campo P. Aplicando
esto al caso en que P sea un campo de descomposicion para f (x)
y recordando la definicion de raiz miltiple, llegamos al resultado
siguiente:

Si un polinomio [ (x), dado sobre un campo P de caracteristica U,
no tiene raices muiltiples en un campo dado de descomposicion, éste
es primo con su derivada f* (z). Reciprocamente, si f (x) es primo con
su derivada, entonces no tiene raices miiltiples en ninguno de sus cam-
pos de descomposicion.

En particular, de aqui se deduce que un polinomio f (x) irre-
ducible sobre un campo P de caracteristica 0, no puede lener raices
miiitiples en ninguna ampliacién de este campo. Esla proposicién deja
de ser cierta para los campos de caracteristica finita, circunstancia
que desempeiia un papel notable en la Leoria general de los campos.

En conclusién, obsérvese que para el caso de un campo arbitrario
se conservan también las férmulas de Vieta (véase el § 24); en esle
cazo, las raices del polinomio se toman en un campo de descomposi-
cion del mismo,

§ 50. Campo de [racciones racionales

La teoria de las fracciones racionales, expuesta en el § 25, se con-
serva también tolalmente en el caso de un campo fundamental arbilra-
rio. Mas al pasar del campo de los nimeros reales a un campo arbi-
trario 2, el punto de vista segin el enal la expresion %—% se considera
como una funcion de la variable x, tiene que ser desechado, puesto
gue, como ya se sabe, éste ya no es aplicable a los polinomios. Ante
nosotros se plantea el problema de determinar el sentido que hay
que atribuir a estas expresiones cuando los coeficientes pertenecen
a un campo arbilrario . Mas exaclamenle, queremos construir un
campo en el que esté contenido el anillo de los polinomios P |l
pero de modo que las operaciones de suma y producto definidas en
este nuevo campo, al ser aplicadas a los polinomios, coincidan con
las operaciones en el anillo P |z]; abreviando, el anillo P [x] tiene
que ser un subanillo de este campo nuevo. Por otra parte, todo cle-
mento de este nuevo campo tiene que representarse (en el sentido
de la division en este campo) en forma de un cociente de dos poli-
nomioz. Como ahora se ensefara, tal campo puede ser construido
para cualquier #; se designard con la notacion I (r) (obsérvese que
la indelerminada esta encerrada entre paréntesis) y se lamard eampo
de fracciones racionales sobre el campo P.

Supongamos primero que el anillo P |zl ya es un subanillo de
cierto campo Q. Si f (z) y g (¢) son polinomios arbitrarios de £ ||,
siendo g (z) % 0, existe en el campo @ un elemento univocamente
determinado, igual al cociente de la divisién de f(r) por g (z).
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Desivnando este elemento, como ordinariamente se hace en el caso

iz}

de un campo, mediante TR on virtmd de la definicion del cociente,
s puede escribir Ta igualdad

i (=}
@) =g @) L8 ()
donde el producto se debe entender en el sentido de la multiplica-
fley o gle)
i e

) gz Pl
sl unos mismos elementos del campo @5 la condicion para esto
es o condicion ordinaria de ignaldad de las fracciones:

cion en el campo @, Puede ocwrriv que algunos cocientes

l] ;{:‘r;— cuando, y sofv enondo, flayia) - -y (1) g (@),

I
gl

He) g@e @) -

En efecto, si ==, en virtud de (1),

de domde
T @) =g @b e gy (@),

Reciprocamente, st 7 (x) ) () g (o) g (x) w {r) en el sentido
de la mnltiplicacion en el anillo /2 |21, pasando al campo @ obtene-
mos las igualdades

fley rt’_(.:'] ol

P R S R B Vo

Ficilmenle se ve luego que la suma y el produclo de cualesquiera
elementos de @, que son cocientes de polinomios de P [z], se pueden
representar de nuevo en forma de tales cocientes, cumpliéndose
alemis las reglas comunes de adicion y multiplicacion de fracciones:

_-f_L'.').._|_ Pl e @ g @
g () [ gt i) '
J) el Jlawis (3)

glx) i) g ) ()

En efecto, multiplicando ambos miembros de cada una de estas
igualdades por el producto g (2)  (x) y aplicando (1), obtenemos
ignaldades validas en el anillo P [z]. La subsistencia de las igualda-
des (2) vy (3) se deduce ahora de que, debido a la ausencia de divi-
=ores de cero en el campo ¢, ambos miembros de cada una de las
igualdades obtenidas se pueden simplificar por el elemento
g (¥) 1 (2}, diferenle de cero, sin infringir las igualdades.

listas observaciones previas senalan el camino gque hay que se-
auir para construir el campo P (z). Sea dado un campo arbitrario
£y sobre él, el anillo de los polinomios P [z]. A eada par ordenado
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de polinomios f (z), g (z), donde g (z) % 0, ponemos en correspon-
dencia el simbolo é“% , denominado fraccidn racional con numerador
{ (x) y denominador g (x). Subrayemos que esto es, simplemente, un
simbolo que corresponde al par dado de polinomios, pues, por lo
general, la divisién de los polinomios en el anillo mismo P [z] no
es posible y, por ahora, el anillo P [z] no esti contenido en ningin
1@
Y g (x)
se debe distinguir por ahora del polinomio que se obtiene como
cociente al dividir f (z) por g (x).

campo; incluso si g (z) fuese divisor de f (z), el nuevo simbolo

f (=)

Llamemos ahora iguales a las [racciones racionales @Y 3—}:—;:
) _ ela)

glo) Yo %)

si en el anillo P [z] se cumple la igualdad f (z) ¢ (z) g () @ (2).
s evidente que cualquier fraccion es igual a si misma, y también
que si una fraccion es ignal a otra, la segunda es igual a la primera.
Demostremos que para este conceplo de igualdad se cumple la ley
transitiva. Sean dadas las igualdades (4) ¥

x uixr
e ®
De las igualdades ecquivalentes a éstas en el anillo P|x]
Ha) P (@) =g @ g la), o @) elz)=p(x)u ()
a0 deduce que
flz)v(x)§ (z) =g (2) ¢ (x) v (x) = g (2) u (2) ¢} (2}
por consiguiente, después de simplificar por el polinomio ) (z),

distinto de cero (como denominador de una de las fracciones),
resulta:

fryv (x) =g (x) u(z),
de donde, por la definicion de igualdad de las fracciones,

fla) _ ula)
glz) — v(n) °

que eg lo que se queria demostrar.

Reunamos ahora en una clase todas las fracciones que sean
iguales a una dada, las cuales, en virtud de la ley transitiva de la
igualdad, serin iguales entre si. Si en una clase hay por lo menos
una fraccién que no estd contenida en otra clase, entonces, como
se deduce de la ley transitiva de la igualdad, estas dos clases no
tienen ningin elemento comiin.
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Por lo tanto, el econjunto de todas las [racciones racionales,
eseritas medianle los polinomios del anillo P |«], se descompone en
clases disjuntas de fracciones iguales entre si. Ahora queremos
definir las operaciones algebraicas en este conjunto de clases de
fracciones iguales, de modo que éste sca un campo. Para esto, vamos
a definir Jas operaciones con las fracciones racionales y vamos a com-
probar cada vez que la sustitucion de los términos (o de los factores)
por fracciones ignales a los mismos sustituye también la suma (o el
producto) por una fraccion igual. Esto permitird hablar de la suma
v producto de clases de fracciones iguales.

[Tagamos previamentle la siguiente observacion que se aplicard
a conlinuacion: una fraccion racional se convierte en una fraceiin
igual, si su numerador y derominador se multiplican por un mismo
polinomio, diferente de cero, o si se simplifican por cualguier factor
comin. Fu efecto,

JRES _ __{_E.-r} fe [y
glo) gty hia)

pues en el anillo P x|,

J (@) 1g @) h (@) = g (2) 1 (1) e ().

Definamos la suma de fracciones racionales por la formula (2);
como g () == 0 yp (x) == 0, resulla que g (o) ) (z) 5% 0, y el segundo
miembro de esta formula es, evidentemente, nna fraccion racional.
Si se ha dado que

) foln) @)
ey golo) T aP{a)

0 sea, que

[ () go ()= g (@) fo (o), () o () == P () o (), (6)
entonces, mulliplicando ambos miembros de la primera de las
igualdades (6) por p (z) 1, (z), ambos micmbros de la segunda por
£ (2) g, (x) y sumando después término a lérmino estas igualdades,
obienemos:

1 (@) () 4 g (2) ¢ (2)] go () o (x) =
— | fo {x) Yo (x) - g (£) o ()] & () P (),
lo cual es equivalente a la igualdad
A@p it g e ln) _ folrhape (o) -t (1) ol
g (x)p (x) Lo lr) Yo (x) :

Por lo tanlo, dadas dos clases de fracciones iguales entre si,
las sumas de cualquier fraccién de una clase y cualquier fraccién
de otra clase son lodas iguales entre si, es decir, estin situadas en

una tercera clase complelamente determinada, Esla clase se llama
suma de las dos clases dadas.
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La conmutatividad de esta suma es consecuencia inmediata de
(2); la asociatividad se demuestra del modo siguiente:

!(-fl (I)]+ () _ Mgl -teg@ el  wlx)
.!:'(95) P (z) v (x) g {a) ) (z) boe )
_ @y e fe@ @)oo g (npleuls
g(x)p i) v (z)
B (D (@) el (=) 4 [*Nr) u ()
g{z) P (2) v (2) g(x) o) v ()

De la definicion de igualdad de fracciones se deduce facilmente
. ‘0 .
que todas las [racciones de la forma 6" o sea, las fracciones con el

numerador igual a cero, son iguales entre si y forman una clase
completa de fracciones iguales. A ésta la llamaremos clase cero;
demostremos que esta clase desempena en nuestra suma el papel del

cero. En electo, dada una fraccion arbitraria :II‘:; , se Liene
O, oo Ul gl g (=) __ gl g(x) _ gl
glx) pix) & () () gl p ey iy °
De la igualdad
flg) | —fln) 0
gl T gl g’

cuyo segundo miembro pertenece a la clase cero, se deduce ahora
. . .. b Ed
que la clase de las fracciones, iguales a la fraccion ——L{%—) , es la opuesta

a la clase de las racciones que son iguales a la fraccion —= A Como ya

)
@
sabemos, de aqui se deduce fa posibilidad de fa resta um\'um.

Determinemos el producto de fraceiones racionales por la [or-
mula (3). Como g (x) § (x) 7= 0. el segundo miembro de esta formula
es, evidenlemente, una fraceion racional. Si, Inego,

@ L@ 9@ gl
gl Eola) " (D) fola)

0 sea,
) go ) =g (x) fo (), 4 (2) o (2) = P (2) o (2),

entonces, multiplicando término a término eslas M0ltimas igual-
dades. obtenemos:

() go (@) @ (2) o (2) = g (%) fo (2) $ (2) o (2),
lo cual es eguivalente a la igualdad

=92 _ ol go(a)
@V T g @b (1) ©
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Por lo tanto, por analogia con la definicién de la suma de las clases,
dada anteriomente, se puede hablar del producto de clases de frac-
ciones iguales entre si.

La conmutatividad y asociatividad de esle producto es conse-
cuencia directa de (3). El cumplimiento de la ley distributiva se
demuestra del modo signiente:

[ﬂz_}__-._w. uld) @@ e@ el wlx)
gl D te(n) g2 () CNET
Ty i) | g g@luln) @ g lnulz) | gl@el{a)ulz)
g (2) ) e (x) o () (x) v () B
e p it wlz) v (x) g () plx) ur) e (1) i .Il’_f_a_‘_}_:_i_(x_) L% (x)uix) -
) g (x) P (x) v () @@ @ e E
lxy wle) | ple) w(x)
o) vim T v
Facilmente se observa que las fracciones de la forma ;:—i} . 0 sed,
las fracciones cuyos numeradores son iguales a sus denominadores,
son iguales entre si y forman una clase individual. Esta se llama
clase unidad y en nuestra multiplicacidn desempeiia el papel de la
unidad:

flr) glz) _flxiglz)  q(x)

Hz) (@) fle) e §(a)°

Si, finalmente, la fraccion % no pertenece a la clase cero,
o sea, f(x)s=0, existe la frnct‘-iénw. Como
1 (=)

f(z) glx) _ flz)elx

glx) fl=x)  glx)flx)’
y el segundo miembro de esta igualdad pertenece a la clase unidad,
la clase de las [racciones, iguales a la fraccidn %. serd repiproca
a la clase de las fracciones, iguales a la fraccidn ’;—%%. De aqui se
deduce que es posible la division univoca.

Por lo tanto, en virtud de las definiciones anteriores de las opera-
ciones, las clases de fracciones racionales, iguales entre si, con coefi-
cientes del campo P, forman un campo conmutativo. Este es el campo
buscado P (z). Por cierto, todavia tenemos que demostrar que en el
campo construido esta contenido un subanillo, isomorfo al anillo
P 2], y que cada elemento del campo se representa en forma de un
cociente de dos elementos de este subanillo.

Si a un polinomio arbitrario f (z) del anillo P [2] ponemos en
correspondencia la clase de fracciones racionales, iguales a la frac-
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cion J!—iﬂ(Imtl.lralmente. entre éstas también estin contenidas las
fracciones cuyos denominadores son iguales a la unidad), obtenemos
una aplicacién biyectiva del anillo P [z] en el interior del campo que
hemos construido. En efecto, de la igualdad
1@ _¢ez)
i1

resultaria f(z).-1=1-¢ (z), o sea, f(z)=q (z). Como muestran las
ignaldades

) gl f@ A tbga) 1 () e (@)
R i h [ ’
[(2) et=x)_[(z)-2(2)

1 [ 1 ’

esla aplicacién es incluso un isomorfismo.
Por lo tanto, las clases de fracciones, iguales a las fracciones de la

X . 4
forma “l ), forman en nuestro campo un subanillo que es isomorfo al
anillo P |x). Por esto, la fraccion @ se puede designar simplemente
mediante f (z). Finalmente, como la clase de las fracciones, ignales
a la Iraceidn ﬁ;. siendo g (2) 5= 0, es reciproca a la clase de

. . e £I H
las fracciones, iguales a la fraccién g_(l—), de la igualdad

D D S €

1 gz gla)
se deduce que todos los elementos de nuestro campo se pueden considerar
{en el sentido de las operaciones definidas en este campo) comeo
cocientes de polinomios del anillo P |zl.

De este modo, hemos construido el campo de fracciones raciona-
les P (x) sobre un campo arbitrario P. Tomando el anillo de los
niimeros enteros, en Ingar del anillo de los polinomios, se puede cons-
truir de este mismo modo el campo de los nimeros racionales. Agru-
pando estos dos casos y aplicando un método igual, se podria demos-
trar el teorema de que, en general, cualguier anillo conmutativo
sin divisores de cero es un subanillo de algin campo.



CAPITULO XI

POLINOMIOS
EN VARIAS INDETERMINADAS

§ 51. Anillo de los polinomios en varias indeterminadas

A veces se suclen considerar polinomios que no dependen de una,
sino de dos, lres, v en general, de varias indelerminadas. Asi, en
los primeros capitulos del libro se estudiaron las formas lineales
y cuadriticas, que representan ejemplos de estos polinomios. En

weneral, se llama poflinomio f (xy, an. ..., x,) en n indeterminadas
Tiy Tay . ... &, Sobre un campo P, a la suma de un nimero finito de
términos de la forma ot zfz . . . 2fy, donde % =0, con coelicien-

tes del campo P; se supone que el polinomio f (zy, @ay .. .0 25)
no contiene términos semejantes y que se consideran solamente
términos con coeficientes diferentes de cero. Dos polinomios en n
indeterminadas, f (zy, T2, - - ., &) ¥ & (21, Ta, . . ., x,), Se consi-
deran iguales (o idénticamente iguales), si son ignales sus cocficientes
de potencias iguales,

Dado un polinomio f (xy, s, ..., ;) sobre un campo I, se
Hama grado con respecto a la indeterminada x;, i — 1, 2, .. ., n,
al exponente miximo con que figura #; en los términos de este poli-
womio. Puede oeurrir evenlualmente que este grado sea igual 0, lo
cual significa que a pesar de que f se considere como polinomio
en n indeterminadas @y, s, . . ., £y . . -, &n, en realidad, la inde-
terminada z; no figura en su expresion.

Por otra parte, si llamamos grado del término

xf'xfj’ o :.-.-f,"
al namero k; + ks 4 ... -+ k,, 0 sea, a la suma de los exponentes
de las indelerminadas, el grado del polinomio f (zy, x5, . .., )

(o sea, el grado respecto del conjunto de las indeterminadas) sera el
grado superior de sus términos. En particular, al igual que en el
caso de una indeterminada, son polinomios de grado cero solamente
los elementos del campo P, diferentes de cero. Por otra parte, del
mismo modo que en el caso de los polinomios en una indelerminada,
el cero es el anico polinomio en n indeterminadas cuyo grado estd
indefinido. Claro, en el caso general, un polinomio puede contener
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unos cuantos términos de grado superior, por lo cual, no se puede
hablar de un término superior (segin el grado) del polinomio.

Para los polinomios en n indeterminadas sobre un campo P,
las operaciones de sumar y multiplicar se definen del modo siguiente:

Se llama suma de los polinomios f(z, 2, ..., z,) ¥
g (xy, 2, . .., x;) al polinomio cuyos coeficiecnles se obtienen
sumando los coeficicntes correspondientes de los polinomios f y g;
naturalmente, si en este caso algin término figura solamente en uno
de los polinomios f, g, el coeficiente de éste en el otro polinomio
se supone igual a cero. Kl producto de dos «monomiosy se define
por la igualdad:

4
a:rf‘xg’ e xﬁ“ B e (ab) .r’“'*'“ h""” ... ghntin
después de lo cual, el producto de los polinomios f (zy, xa, . . ., x,)
y g (x, x2, . .., x,) se define como el resultado de la multiplicacion

término a término y la consiguiente reduceién de términos semejantes.

Definidas las operaciones de este mode, el conjunto de los polinomios
en n indeterminadas sobre el campo P se convierte en un anillo conmu-
tativo que, ademds, carece de divisores de cero. En electo, para n = 1
nuestras definiciones coinciden con las que se dieron en el § 20 para
¢l caso de polinomios en una indeterminada. Supongamos que se ha
demostrade que los polinomios en # — 1 indeterminadas xy, @, . . .
.. ., ¥y con coelicientes del campo P forman un anillo sin divi-
sores de cero. Todo polinemio en # indeterminadas zy, &0, . . ., Ty,
r, se puede representar de un modo unicoe como un polinomio en la
indeterminada z, con coeficientes que son polinomios en xy, z», . . .

.., &y-yy Teeciprocamente, todo polinomio en z, con coeficientes
dol anillo de los polinomios en x;, ¥, ..., x,; sobre el campo P
=g puede considerar, naturalmente, como un polinomio sobre el
mismo campo 2 en todo el conjunto de las indeterminadas oy, aa, . . .

. ey Tpoyy Zp. Se comprueba sin dificultad que la correspondencia
Iumm‘om obtenida entre los polinomios en n indeterminadas .y los
polinoming en una indelerminada sobre el anillo de los polinomios
en n —1 indeterminadas, ¢s un isomorfismo con respecto a las
operaciones de sumar y multiplicar. La proposicién que se demuestra
se dednce de que los polinomios en una indeterminadn sobre el
anillo de los polinomios en n — 1 indeterminadas forman ellos
mismos un anillo que, ademsiis, por ser un anillo de polinomios en una
indeterminada sobre un anillo sin divisores de cero, tampoco contiene
divisores de cero (véase §47).

Por consiguiente, queda demostirada la existencia del anillo
de los polinomios en n indelerminadas sobre el campo I’ este anillo
s¢ designa con la nolacion P [z, we, . . ., z,l.

£l ostudio siguiente permite examinar el amllu de los polinomios
en n indeterminadas desde otro punto de vislta. Supongamos que el

21—202
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campo P estd conlenido como subanillo en un anillo conmultativo L.
Tomemos en L n elementos ey, ¢, . .., e, ¥ hallemos el subanille
minime L’ del anillo L que contiene a estos elementos y a todo el
campo £, o sea, el subanillo que se obtiene por adjuncién de los

elementos ey, @y, . .., &, al campo . El subanillo L’ consta de
todos los elementos del anillo . que se expresan mediante los ele-
menlos oy, ®s, .. ., %, ¥ los elementos del campo £ aplicando la

suma, resta y multiplicacién, Ficilmente se observa que éstos son
exactamente los elementos del anillo L que se pueden expresar
{aplicando las operaciones que subsisten en el anillo L) en forma de
polinomios en oy, oy, . . ., o, con coeficientes de P; ademas, estos
elementos, como elementos del anillo L, se pueden sumar y multi-
plicar precisamenle segin las leyes de adicion y multiplicacion
de los polinomios en n indeterminadas.

Claro, por lo general, un elemento dado f del subanillo L. puede
pozeer muchas expresiones distintas en forma de polinomio en

iy Coy - « ., Gy con coecficienles del campo P. Si esta expresion es
anieca para cualquier f} de L”, es decir, que diferentes polinomios en
Ly, o, - . .y o, son elementos distintos del anillo L* (y, por con-
siguiente, del anillo L), el sistema de elementos oy, o, . .., @,

so llama algebraicamente independiente sobre el campo F. En caso
contrario, se llama algebraicamente dependiente®. De aqui, =e puede
hacer la signiente eonclusion:

Si un eampo P es un subanillo de un anillo conmutative L y si el

sistema de elementos cty, ¢ta, . . ., o, de I, es algebraicamente indepen-
diente sobre P, el subanillo L’ del anillo L., engendrado por adjunciin
de los elementos oy, ¢g, .. ., ¢, al campo P, es isomorfo al anillo

de los polinomios P lzy, @z, . .., z,l.

Entre otras propiedades del anillo de los polinomios en n indeter-
minadas P zy, x4, . ... x,], seiialemos la siguiente: este anillo se
puede incluir en el campo de fracciones racionales P (xy, xs, . . ., x,)
en n indeterminadas sobre el campo P. Todo elemento de este campo

se puede expresar en la forma {7 donde f y g son polinomios del
anillo P [z, z», ... z,], siendo, ademis, I—{=¥'p— cuando, y solo
cuando, fip = gp. La suma y el producto de estas fracciones racio-
nales se efectiian segiin las leyes que, como se indicd en el § 45, se
cumplen para los cocientes en cualquier campo. La demostracién
de la existencia del campo P (xy, s, . .., x,) se hace igual que
en el § 50 para el caso rn = 1.

* Los conceptos correspondientes para el caso n = 1 fueron introducidos.
en el § 47: un elemento @, algebraicamente independiente sobre el campo P,
en el sentido de la definicién que e acaba de dar, se llamaba entonces trascen-
dente sobre P; en el caso contrario, algebraico sobre P.
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Para los polinomios en varias indeterminadas se puede construir la teoria
de la divisibilidad que generaliza a la teoria de la divisibilidad de los polino-
mios en una indeterminada, estudiada en los cap. 5 y 10, Mas, como no entra en
nuestro plan el estudio detallado del anillo de los polinomios en varias inde-
terminadas, nos limitaremos solamente a la cuestion de la descomposicion de
un polinomio en factores irreducibles.

Introduzeamos primero el siguiente concepto: si todos los términos de un
polinomio f (24, 72, ..., x)} son de un mismo grado s, éste se llama polinomio
homogéneo o, abreviadamente, forma de grado s (ya conocemos las formas linea-
les y cuadrdticas, se pueden considerar luego las formas ctbicas, todos los térmi-
nos de las cuales son de grado 3 con respecto del conjunto de las indeterminadas,
ete). Todo polinomio en n indeterminadas se representa univecamente en
forma de una suma de unas cuantas formas en estas indeterminadas que son,
ademads, de distinto grado: para obtener la representacion buscdda es suficiente
agrupar todos los términos de un mismo grado. Asi, pues, el polinomio de cuarto
grado f (xy, za, 23} = 3xyaf — Tairg | zp—5xyzexa+ at—2zy — 6|z} es la suma
de la forma de enarto grado x? — Tziei, de la forma cibica 3zaf—dxpaax; +
i, de la forma lineal oz — 2ry v del término independiente —6 (lorma de
grado cero).,

' Demostremos ahora el sipuiente teorema;

El grado del producio de dos polinomios en n indeterminadas, diferentes
de cero, es ignal a la suma de los grados de estos polinomios.

Supongamos primero que se dan dos [ormas: @ (o, 29, .0 2) de grado s
¥ (21, T, ooy 1) de grado £ El producte de eualquier términe de la forma g
por cualquier término de la forma W es, evidentemente, de grado s . ¢ v, por
esto, el producto g eri una forma de grado s - £, pues, el producto de térmi-
nos semejantes no puede anular a todos los coeficientes de este producto, ya
que en el anillo P [z, 2, ..., 2 ) no hay divisores de cero.

Si so dan ahora unos polinomios acbitrarios f(zy, xg, ..., 2,0 ¥ £ (29, 22, .-
oy ) de grado s ¥ ¢, respectivamente, representando cada uno de ellos en forma
de una suma de formas :}o erados distintos, obtenemos:

Fleg Ty oo mgds PlEgy Ty enydp) f oy
glxy oy o eaap) =Y {Ey Tao oo I}

donde v 1 son formas de grado s v £, respectivamente, ¥ los puntos suspensivos
sustituyen a las sumas de las formas de grade menor. Futoneces,

fg=—wpt--

por lo demostrado, la forma ¢ es de grado s - ¢, ¥y como todos los términos
sustituidos por puntos suspensivos tienen menor grado, el grado del producto
fe sera igual a s . t. El teorema queda demostrado.

1l polinomio % se lama diviser del polinomio f y [ esdivisible por ¢, si en
el anillo P (&, @, ..., 2, | existe un polinomio 1 tal, que [ = . Ficilmente
s¢ ohserva que lag propiedades de divisibilidad 1-1X del § 21 se conservan tam-
Iy en el caso general que ahora estudiamos. Se dice que un polinomio f de
grado ke, & 2= 1. es reducible sobre un campo P, =i se descompone en un producto
e polinomios del anilla P [, 2z, ..., xnl], de grados menores que &, e irreduci-
ble, en caso contrario.

Toilo pofinomio del apilio I (210 Ty veny oy |, de grado distinto de cero, se des-
compone en un producte de factores irreductbles. ksta descomposicidn es inica,
salvo factores de grado cero.

liste teorema generaliza los resultados correlativos del § 48, referentes
a los polinomios en una  indeterminada. Su primera tesis se demmnestra
repitiendo palabra por palabra los razonamientos del parrafo indicado. La
demostracion de la segunda tesis presenta ya dificultades considerables. Antes

21*
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de exponerla, observemos que de la segunda tesis s¢ deduce este corolarvio:
si el producto de dos polinomios, f y g, del anillo P lxy, 24, ..., 73], es divisible
por un polinomio irreducible p, al menos uro de estos pelinomios es divisible
por p. kn efecto, en caso contrario obtendriamos para el producto fg dos des-
composiciones en factores irreducibles, una de las cuales no contendria a p,
mientras que la otra le contendria.

Supongamos gue el teorema ya osti demostrado para los polinomios en n
indeterminadas y queremos demostrarlo para los polinomios en n + 1 indeter-
minadas, =, %, 3, -.., Ip. Dscribamos este polinomio en la forma ¢ (z); por
consiguniente, sus coelicientes serdn polinomiocs en zy, ay, ..., x,. Para estos coe-
ficientes ¢l teorema va estd demostrado, es decir, cada uno de ellos se descompo-
ne univocamente en un producto de factores irreducibles. Llamemos primitivo
(méis exacto, primitive sobre el anillo P [zy, o, ..., z,]) al polinomio @ (),
si sus coeficientes no contienen ningin factor comin irreducible, o sea, si éstos
son primos entre si, ¥ demostremos el siguiente lema de Gauss:

El producto de dog polinomios primitives también es un polinomio primitivo.

En efecto, sean dados los polinomios primitivos

R—1 fo—i .

{ (z)=apz™-1-ayz

R L s
NS iao:l:! {—bir"_"—l- = .-!-!i_;xl_j by
con coeficientes del anillo P [z, xa, ..., z4] ¥ sea
f(2) g () = cgzftt ezt i-h sl ooy gaft -t L L gy

Si este producto no es primitivo, los coeficientes ¢g, €1y v..y ciys tienen gue
poseer un factor comin irreducible p = p (zy, 3, ..., 2;). Como no todos los
coeficientes del polinomio primitive 7 (x) son divisibles por p, supongamos
que a; es el primer coeficiente que no es divisible por p; andlogamente, desig-
namos con b; el primer coeficiente del polinomio g (x) que no es divisible por p.
Multiplicando términe a término los polinomios f (z) ¥ g (z) ¥ agru‘pango los
términos que contienen a z*+=¢+77 ohienemos:

Sl aiabioa--

El primer miembro de esta igualdad es divisible por el polinomic irreduci-
ble p. Sin duda, son divisibles por éste también todos los términos del segundo
miembro, menos el primero; en efecto, en virtud de las condiciones impuestas
a la eleccion de i v j, todos los coeficientes a;j_y, aj_a, ..., ¥y también b;_,.
Bj_ay ..., son divisibles por p. De esto se deduce que el producto a;&; también
es divisible por p ¥, por esto, como se indicé anteriormente, tiene que ser
divisible por P al menos uno de los polinomios a;, bj, lo cual, sin embargo, no
tiene lugar. Con esto se termina la demostracién del lema, suponiendo que el
teorema fundamental se verifica para los polinomios en n indetertninadas.

Como ya sabemos, el anillo P [z, z,, . . ., z,] estd contenido en ¢l campo de
fracciones racionales P (zy, z5, ..., x,) que dosignaremos con Q:

cipj=aphitaigbig Fapabje o0

Q=2" (24, 22 -k

Consideremos el anillo de los polinomios @ [z]. 8i un polinomio ¢ () per-
tenece a este anillo, cada uno de sus coeficientes se representa en forma de un
cociente de polinomios del anillo P [z, z,, . .., 2, ). Sacando fuera de paréntesis
el comiin denominador de estos cocientes, v después, los factores comunes de los
numeradores, se puede representar o (z) en la forma

@ (@) =1 (2.
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Aqui, a y b son polinomios del anillo P [z,, 25, ..., z,] ¥ f{z) es un polinomio
en z con coelicientes de P [z, z3, ..., 3, ], que es ademés primitivo, pues sus
coeficientes ya no tienen factores comunes.

De este modo, a cada polinomio ¢ (z) del anillo Q [z] se pone en correspon-
dencia un polinomio primitive f (z). Dado ¢ (z), el polinomio f (£) queda deter-
minado univocamente, salve un factor de P distinto de cero. En efecto, supon-
Zamos que

a o
P =5 (@)= 7 & (=)
donde ¢ (z) es de nuevo un polinomio primitivo. Entonces,
adf (z) == beg ().

Por lo tanto, ad ¥ #c se han obtenido sacando todos los factores comunes de los
coeficientes de un mismo polinomio sobre el anillo P [z,, z,, ..., z, |. Como en
este anillo subsiste (por la hipétesis de induceion) el teorema de unicidad
de la descomposici6n, de esto se deduce que ad y be pueden diferenciarse entre
si solamente en un factor de grado cero. Por consiguiente, los polinomios pri-
mitivos f (z) ¥ g (x) se diferencian entre si en este mismo factor.

Al producte de dos polinomios del anillo Q [z] le corresponde el producto de
los polinomios primitives correspondientes. En efecto, si

P@=F I BE=Te@

donde f(x) y g(2) son polinomios primitivos, resulta
¢ (DY (@) =57 f ()8 (@)

Pero, como se ha demostrado mas arriba, el producto f (z) g () ¢s un polinomio
primitivo.

Sefialemos también que, si el polinomio ¢ (z) del anillo } [x] es irreduci-
tle sobre el campo Q, su polinomio primitive correspondiente } (x), considerado
como un polinomio en X, Ty, Tz, - - ., T,, lambién serd irreducible, y viceversa.
kn efecto, si el polinomio f es reducible, 7 = j,f,, ambos factores tienen que
contener la indeterminada z, pues, en caso contrario, el polinomio f no seria
primitivo. De aqui resulta la descomposicion del pelinomio ¢ (z) sobre el
campo

a

T (.r)—rf(-ﬂ—' (%h) fa-

Reciprocamente, si el polinomio ¢ (z) es reducible sobre G, p(z} = g (z)
¢z (z), los polinomios primitivos f, (z) v f. (z) correspondientes a @y (2) ¥ o (x)
contendrin r, pero como se demostré antes, su procﬂmtu es igual a f (z) (salvo
un factor del campo P).

Tomemos ahora un polinomio primitive f y descompongimoslo en factores
irreducibles, f=f,-f2 ... fr. Todos estos factores no solo tienen que contener
a la indeterminada z, sino que tienen que ser incluso polinomios primitivos,
pues, en caso contrario, el polinomio f no seria primitivo. Esta descomposicién
el polinomio primitivo f es wnica salvo factores del campo P. En efecto, en vir-
tud del lema precedente, se puede considerar esta descom posicidn eomo la des-
composicién de f (z) en factores irreducibles sobre el campo Q; mas, para los
polinomios en una indeterminada sobre un campe dado, vya es conocida la uni-
cidad de la descomposicién que se verifica, salvo factores do (}; pero, en nues-
tro (énsoj como todos los factores f; son primitivos, ésta se verifica, salvo facto-
res de £
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Después de haber demostrado estos lemas, partiendo de la hipdtesis de
induceion, se hace sin dificultad alguna la demostracion de nuestro teore-
ma fundamental. En efecto, todo polinomio irreducible del anillo P [z, =z,
Zzy .oy 2y o 0 es un polinemio irceducible del anillo £ [ry, 20, ..., 17], 022 un
polinomio primitive irreducible. De aqui se deduce que, dada una descomposi-
cion del polinomio w (z, @y, zs, ..., x,) en factores irreducibles, agrupando los
factores se puede representar ¢ en la forma

P Zpy Tae eer @)= (Ey Ty ooy 20) [l2 B Tay ooy 2,

donde a no depende de z ¥ f es un polinomio primitive. Sin embargo, ya sabe-
mos que esta descomposicion de ¢ es Gnica, salvo factorves de I'. Pero, por otra
parte, como, por la hipdtesis de induceion, subsiste Ja unicidad de Ja descompo-
sicion en factores irreducibles para el polinvmio ¢ en n indeterminadas, y coma
esta unicidad estd demostrada en el lema anterior para el polinomio primitive f.
queda tmnbiéu completamente demostrade nuesiro teorema para el caso de
n 4+ 1 indeterminadas.

De los lemas demostrados anteriormente se deduce un corolario interesante:
st un polinemio g (z) con coeficientes de P Vg, T .oy 2y ) 03 redueible sobre el
campo () = P (&), T3, -.., T,), entonces se puede descomponer en faclores que
dependen de x iy cuyos coeficientes son polinomios del anitio P lay, £a, ..., )
En efecto, si al polinomio ¢ (z) le corresponde el polinomio primitivo f (), de
modo que @ () —af (), entonces la  descomposicion de g (2) implica la
descomposicion de f (x); pero esto (ltime implica a su vez la descomposicion
de ¢ (2) sobre ol anillo P [z, 22, ..oy 2, -

A diferencia del caso de los polinomios en una indeterminada que, como ya
sabemos por el § 49, se pueden descomponer en factores lineales sobre una amplia-
cion adecuadamente elegida del campo fundamental considerado, existen
sobre cualquier campo P polinomios de cualquier grado en varias (dos 0 mis)
indeterminadas que son absolutamente irredueibles, o sea, polinomios que se
mantienen irreducibles sobre cualquier ampliacion de este campo.

Do este tipo es el polinomio

fle, W =q(x) v,
donde ¢ {z) es un polinomio arbitrario en una indeterminada sohre un campo P.
En efecto, si en cierta ampliacién P del campo P existiese la descomposiciin
fle, Wy—g (@ ) hiry)
entonces, expresando g ¥ h segiin las potencias de y, obtendriamos, por ejemplo,
g, W) =ag(x) y+ay(x), h(z, y)="by(a),
o sea, h no dependerin de y; ¥ como mpla)by(z) = 1, resultaria que by () seria
de grado cero y, por lo tanto, h no dependeria tampoco de z.

Ordenacién lexicogrifica de los términos de un polinomio. Para
los polinomios en una indeterminada se tienen dos métodos natu-
rales de ordenacién de los términos: segin las polencias decrecientes
de Ia indeterminada y segin las polencias crecientes de la misma.
En el caso de polinomios en varias indeterminadas, tales métodos
no existen; por ejemplo, el polinomio de quinio grado en tres inde-
terminadas

2.3 4 A 1 8.0 2. o2
flay, ma, @3) = TyT,%5 | 232y LT T T 0075,
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.puede escribirse también en la forma
1 2 e o ) 2
flay, oy x5) = @y¥; -+ Tjwaay -+ vyadaf - oadad,

sin que haya ningin motive para dar preferencia a nna de estas
expresiones ante la otra. Pero existe, sin embargo, un método com-
pletamente determinado de ordenacion de los términos de un polino-
mio en varias indeterminadas que depende, por cierto, de la numera-
cion elegida de las indeterminadas; para los polinomios en una inde-
terminada, este método se reduce a la ordenacion de los términos
segin las potencias decrecienies de la indeterminada. Este método,
denominado lexicogrdfico, estd dictado por el procedimiento comiin
de ordenacién de las palabras en los diccionarios («vocabularios»):
suponiendo que las lelras estdn ordenadas como estia convenido en el
alfabeto, la posicién relativa en el diccionario de dos palabras dadas
se determina por sus primeras lelras; si éstas coinciden, por sus
seaundas letras, ele.

Sea dado un  polinomio  f (&, @, ..., a,) del anille
Pl oy oo x,l ¥ dos términos distintos de él:
Jey, o L
EAMESE LR (1
o, i
.zjlx;f pny ‘1',:1, (2)

cuyos coeficientes son elementos de P, dilerentes de cero. Como
los términos (1) y (2) son distintos, al menos una de las diferencias
de los exponentes de las indelerminadas

fei— 1, Pty Be siamy

es diferente de cero. Ll término (1) se considerard superior al Lér-
mino (2) (y el término (2), inferior al término (1)), si la primera de
estas diferencias, distinta de cero, es positiva, o sea, si existe una i,
1-Zi<Zn, tal que

ky=10, Ffo=— 1o ... By =1y pero k=1

I'n otras palabras, el término (1) serd superior al Lérmino (2), si el
exponente de @y en (1) es mayor que en (2) o, siendo eslos exponentes
iguales, si el exponente de z. en (1) es mayor que en (2), ele. Por
supuesto, el hecho de que el término (1) sea superior al término (2)
no implica que el grado del primero con respecto al conjunto de las
indeterminadas sea mayor que el del segundo. Por ejemplo, el pri-
mere de los términos

b PR
es superior al segundo, a pesar de que es de menor grado.

Es evidente gue, de dos términos distintos de un polinomio
f (g, @2, .., x,), uno de ellos es superior al otro. Ficilmente se
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comprueba también que, si el término (1) es superior al término (2),
y éste, 4 su vez, es superior al término

g L (3)
o sea, que existe una j, 1<7j<n, tal, que

Li—emigy la=mg, ..., Lj_y=-m;_y, pero l;==my,

el término (1} es superior al término (3), independiente de que sea i
mayor, igual o menor que j. Por lo tanto, de cada dos términos.
poniendo delante el que sea superior, obtenemos una ordenacion
determinada de los términos del polinomio [ (zy, z2, . .., x,.).
Hamada lexicografica.

Asi, pues, la ordenacién de los términos en el polinomio

4 2.3, 2_3..2 | 2 r ¢ 3, A
[y, Toy gy ) =2+ Bafaie, — ajziz] - Szl - 2oy - wjrg — 4

es lexicografica.

En la expresion lexicografica de un polinomio f(xy, 22, . . ., @),
uno de sus términos ocupard el primer lugar, o sea, sera superior
4 todos los demds. Este se llama término superior del polinomio; en el
ejemplo precedente, el término superior es x}. Respeclo a los térmi-
nos superiores, demostraremos un lema que se aplicara en la demos-
tracion del teorema fundamental del siguiente parrafo:

El término superior del producto de dos polinomios en n indetermi-
nadas es igual al producto de los términos superiorves de los factores.

En efecto, supongamos que se multiplican los polinomios

flay xzy -0 oy 2) ¥ 8 (2, 22y - - o0 x). Si
azght .. ke (4)
/
es el Lérmino superior del polinomio f(z,, *., ..., &) ¥
a' iz ... (5)

es otro término cualquiera del mismo, existe un valor i, 1<i<n,
tal que

By =81 s Kty =81y Ke 2> 81-
3i, por olra parte,

bayled s oo wP, (6)
baa .. i (M

son el Lérmino superior y otro término cualquiera del polinomio
g(xy, Iy, ..., ), existe un valor j, 1< j-<n, tal que

L=ty ....lja=1ty L=
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Multiplicando los términos (4) y (6), y también los términos (5)
v (7). obtenemos:

hybdy hat a
abay? t et 5., ceiviin (8)
@ bttt | ginting (9)

Sin embargo, facilmente se comprueba que el término (8) es superior
al término (9); si, por ejemplo, i< j, resulta,

Ey+li=s+t, .-, kg + f|_1=5;_1—f—£5_1, pero ki -1 = s+ ¢,

pues k; = s;, I; = t;. Del mismo modo se comprueba que el tér-
mino (8) es superior al producto de los términos (4) y (7), y superior
al producto de los términos (5) y (6). Por consiguiente, el término (8),
que es el producto de los términos superiores de los polinomios f y g,
es superior a Ltodos los demds Lérminos que se oblienen multiplicando
término a término los polinomios f y g, y, por lo tanto, este término
no puede eliminarse al reducir los términos semejantes,” o sea, se
mantiene en el producto fg como término superior.

§ 52. Polinomios simétricos

Entre los polinomios en varias indeterminadas se distinguen los
que no varian con cualquier permutacién de las indeterminadas.
Por consiguicnte, en tales polinomios figuran todas las indetermi-
nadas de un modo simétrico, por lo cuzl se llaman polinomios simé-
tricos (o funciones siméltricas). Los ejemplos mis elementales son:
la suma de todas las indeterminadas xy + a2 4 . . . |- &4, la suma
de los cuadrados de las indeterminadas 7 - a7 - - -+ x3, el
producto de las indeterminadas 3z, . . . 7,, ete. En virtud de la
posibilidad de expresar cualquier sustitucion de n simbolos en forma
de un producto de irasposiciones (véase el § 3), para demosirar que
un polinomio es simétrico, es suficienle comprobar que ¢éste no varia
al efectuar una trasposicién cualquiera de dos indeterminadas.

A continuacién se estudiarin los polinomios simclricos en 2
indeterminadas con coeficientes de un campo P. Esti claro que la
suma, diferencia y producto de dos polinomios simétricos son también
simélricos, es decir, los polinomios simétricos forman un subanillo
en el anillo P lay, zo, . . ., ,) de todos los polinomios en n inde-
terminadas sobre el campo 7, denominado anilio de los polinomios
simétricos en n indeterminadas sobre el campo P. Todos los elementos
del campo P pertenecen a este anillo (o sea, todos los polinomios
de grado cero, y tamhbién el cero), ya que éstos no varian al efectnar
cualquier permutacién de las indeterminadas. Cualquier otro poli-
nomio siméirico contiene indispensablemente todas las n indetermi-
nadas, e incluso con respecto a ellas tiene un mismo grado. En efecto,
si el polinomio simétrico f (xy, z,, . . ., z,) tiene un término en el
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que la indeterminada z; figura con el exponente &, entonces tiene
también el término que sc obtiene de este iiltimo mediante la traspo-
sicién de las indeterminadas x; y x;, o sea, el que contiene a la
indeterminada x; con el mismo exponente k.

Los n polinomios simélricos en n indeterminadas que se¢ exponen
a continuacion se llaman polinomios simétricos elementales:

T e MR

Op =&yt Tpla - oo - Ty Ty,

O3 =&y - ByTaly - o oo - Tpadn-1 T, S
Tneg =&y ooe Ty -y oo Tpoaly v |- Xolly o0 Ty

O == T\Tz « .+ Tne J

Istos polinomios que, evidentemenle, son siméiricos, desempeiian un
papel muy importante en la teoria de los polinomios simétricos.
Su origen se debe a las formulas de Vieta (véase el § 24). Por esto,
se puede decir que [os coeficientes de un polinomio en una indeterminada,
weupn coeficiente superior es igual a la unidad, son, salvo el signo, los
polinomios simétricos elementales en sus raices. Fsta relacion de los
polinomios simétricas elementales con las formulas de Vieta es muy
importante para las aplicaciones de los polinomios simétricos a la
teoria de los polinomios en una indeterminada, y es la causa por la
gque ahora los estudiamos.

Como los polinomios simétricos en n indeterminadas x,, aa, . . .

. -, &, sobre el campo P forman un anillo, resultan evidentes las

proposiciones signientes: es un polinomio simétrico cualquier potencia
entera y positiva de cualquiera de los polinomios elementales simé-
tricos, y también el produclo de tales potencias, tomado ademas
con cualguier coeficiente de P y, finalmenle, cualguier suma de los
productos indicados. En otras palabras, cualquier polinomio en los
polinomios simétricos elementales oy, o, ..., 0,, corn coeficientes
de P, considerado como un polinomio en las indelerminadas xy, a2, . . .
.« oy I, e85 simétrico. Asi, pues, pongamos n = 3 y tomemos el poli-
nomio 0y0» | 20; Sustituyendo o,, 0, ¥ a3 por sus expresiones,
obtenemos:

010y - 204 = 272y - @12y - 2425 | 250 - 2425 - Taw - DEy 2wy
evidentemente, en el segundo miembro figura un polinomio simé-
trico en xy, xs, Iz

Reciproco a este resultado es el siguiente teorema fundamental
de los polinomios simétricos:

Todo polinomio simétrico en las indelerminadas zy, s, . . ., Iy
sobre el campo P es un polinomio en los polinonios simélricos elemen-
tales 0y, O3, . .., O, con coeficientes pertenccientes al campo P.
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En efecto, sea dado un polinomio simétrico
flxy, 2oy o0y Zg)
y supongamos que en su expresion lexicografica el término superior es
gtk |, e, (2)

Los exponentes de las indeterminadas en este término Lienen que
satisfacer a las desigualdades

by zke= oo 2 hn. (3)
En efeclo, supongamos que para cierta i, k; << k4. El polinomio
% p - - - - - - -
fzy, &ay ..%, &), siendo simétrico, tiene que contener el término
3 oy, k )
apzilah? .oz Maky L Tl (4)

que se obtiene del término (2) mediante una trasposicién de las
indeterminadas x; v T;44- Sin embargo, esto es absurdo, puesto que
el término (4), en el sentido de la ordenacidn lexicografica, es supe-
rior al término (2); en efecto, los exponentes de xy, @y, .. ., 2,
en ambos términos coinciden, pero el exponente de z; en el térmi-
no (4) es mayor que en el Lérmino (2).

Consideremos ahora el siguiente producto de polinomios elemen-
tales simétricos (en virtud de las desigualdades (3), todos los expo-
nentes son no negativos):

Gy — ﬂnﬂﬂ;l--hgagg ~lig L 0'::"__|1 -hnc:‘l‘n' (5]
liste polinomio en las indeterminadas zy, &», . . ., x, s simélrico
v su término superior es igual al término (2). In efecto, los términos
superiores de los polinomios oy, Oy, 0y ..., 0, son iguales a
Ay, TyTo. TyEaLa, - - oy O1Ts . . . &, Tespectivamente, y como  al
final del parrafo anterior se demostréo que el término superior del
producto es igual al producto de los términos superiores de los
factores, el término superior del polinomio ¢ es

auxl'iq—hg (n_irg)#.-g—ha (xil'z-ra)h_m ..

Mp—q—=kn leg ln
1)

s (B o T (r4Ts - -0 2)" = gl L 2k

De aqui se deduce que, al restar ¢ de f, los lérminos superiores
de estos polinomios se eliminan enlre =i, o sea, el término superior
del polinomio simétrico / —qy = f; resulla menor que el término (2),
que es el superior en el polinomio /. Repitiendo esle mismo procedi-
miento para el polinomio f,, cuyos coeficienles pertenecen evidente-
mente al campo P, llegamos a la igualdad

fi=92 fo
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donde - es un producto de potencias de polinomios simétricos ele-
mentales con cierto coeficiente del campo P, y f., un polinomio
simétrico cuye término superior es inferior al términe superior de ;.
De aqui, resulta la igualdad

f=¢1+ G2+ fa

Continuando este proceso, para cierto s obtenemos f, = 0. De
este modo, llegaremos a obtener para f una expresion en forma de un
polinomio en o, oz, ..., 0, con coeficientes de #:

Fzy, @20 -0y xn)=l2} ¢y =1 (Tg, O, - ., Ty).

En efecto, si este proceso fuese indefinido*, obtendriamos una
sucesion indefinida de polinomios simdtricos

fis fz:----fg,.”, (6}

donde el término superior de cada uno de ellos seria inferior a los
términos superiores de los precedentes polinomios y, por lo tanto,
inferior a (2). Pero, si
it !
b.z:i‘a:g’ U (?)

es el término superior del polinomio f,, como este Gltimo es simé-
trico, resultan las desigualdades

heb>...3hL, (8)

semejantes a las desigualdades (3). Por otra parte, como el térmi-
no (2) es superior al término (7), se tiene

by > 4. C)]

Ademds, se observa ficilmente que los sistemas de nimeros enteros.
o negatives &y, Iz, ..., &,, que satisfacen a las desigualdades (8)
v (9), se pueden elegir solamente de un nimero finito de modos. En
efecto, incluso cuando no se insiste en el cumplimiento de la condi-
cidn (8), si se supone solamente que todas las &, i=1, 2, .. ., n,
no son mayores que k;, resulta ya que los niimeros /; se pueden elegir
solamente de (k; -~ 1) modos. De aqui se deduce que la sucesién
de polinomios (6) con los términos superiores estrictamente decre-
cientes, no puede ser indefinida.

El teorema queda demostrado.

De la relacion entre los polinomios elementales simétricos y las
féormulas de Vieta, indicadas anteriormente, se desprende el siguiente

* Hay que tener presente que, por lo general, el polinomio g; contiene
también términos que no existen en el polinomio fs_, v, por esto, el paso de fs—y
a fs = fsy — @5 no a6lo esta ligado con la eliminacidn de ciertos términos
de fe4, Sino también con )a apericién de nuevos términos. Aqui s =1, 2, ...
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corolario importante del teorema fundamental de los polinomios
simétricos:

Sea f (z) ur polinomio en una indeterminada sobre el campo P, con
el coeficiente superior igual a la unidad. Entonces, cualquier polinomio
simétrico (con coeficientes de P) en las raices del polinomio f (), per-
lenecientes a un campo de descomposicion del polinomio f (x) sobre P, es
un polinomio (con coeficientes de P) en los coelicientes del polinomio
f(x) y, por lo tanto, es un elemento del campo P.

La demostracion expuesta del teorema fundamental proporciona a la vez
un método para la averiguacion prictica de las expresiones de los polinomios
simétricos mediante los polinomios elementales. Hagamos primero la siguiente
notacidn: siendo

az{tl? ... ain (10)

un producto de potencias de las indeterminadas xy, ., ..., x, (algunos de los
exponentes pueden ser iguales a cere), mediante

& (m:’]“rtz S _r:,'l"} (11

designaremos la suma de todos los términos que se obtienen de (10} al permutar
las indeterminadas de todos los modos posibles. Evidentemente, éste es un poli-
nomio simétrico y homogéneo. También es evidente que cualquier polinomio
simétrico en n indeterminadas que contenga al término (10), contiene también
todos los demés términos dlfi polinomio (11). Por ejemplo, § (z) = 0,
& (zyxa) == 0q, S (2]} es la suma de los cuadrados de todas las indeterminadas, ete.

Ejemplo. Expresar el polinomio simétrico f = S(xjzz) en n indeterminadas
mediante los polinomios simétricos elementales.

Aqui, el término superior es ajz,, y por esto, gy = o2 10, — gy0., 0 Cea,

Frocloy oyt = ) (rgrgebagag 5 @y ag) =
=& {afry) + 38 (xyrgr),
de donde
fi- f—pg=—= — 38 (xyzarg) = — o,

Por esto f=qq f; — 040, —303.

Ln ejemplos mis complicados es conveniente determinar primero qué tér-
minos pueden figurar en la expresion del polinomio dado mediante los polino-
mios elementales y hallar después los coelicientes de estos términos por el méto-
do de los coeficientes indeterminados.

Ejemplos. 1. Hallar la expresién para el polinomio simétrico f = § (323}

Ya subemos (véase la demostracion del teorema fundamental) que los térmi-
nos del polinomio buscado ¢ (a4, 0., ..., @,) se determinan mediante los térmi-
nos superiores de los polinomios simétricos f,, f., ..., siendo inferiores estos
términos al término superior del polinomio dade f, o sea, inferiores a 33,
Hallemos todos los productos zitz? . .. 2! que satisfacen a las condiciones
siguientes: 1) son inferiores al término #j23; 2) pueden servir de términos superiores
para los polinomios simétricos, o sea, satisfacen a las desigualdades §; &= &, =
2 ... 25 3) son de cuarto grado con respecto al conjunto de las indetermina-
das (pues, como ya sabemos, todos los polinomios f,, f,, . . . tienen el mizsmo gra-
do que el polinomio homogéneo f). Escribiendo solamente las combinaciones
correspondientes de los exponentes e indicando al lado los productos de las
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potencias de o determinados por cllos, obtenemos la tabla siguiente:
22000 ... 03203 =0},
20100 ... of"tol-lo}~0 o0,
11110 ... o} tod-lgh-lgy ™0 — oy,
P'or lo tante, el polinomio § tiene la forma
f = o}~ Aoyog - Do,
Hemos liecho el coeficiente de o, igual a la unidad, pues. exte término se deter-
mina por el Wermino superior del {Jolinmnju f que, vomo ya sabemos por la demos-
tracion del teorema fundamental, tiene este mismo coeficiente. Los coelicien-
tes A v & los hallaremos del modo siguiente, :

Pongamos ay — xy — 3 — 1, x5 — ... = x, = (. Ficilmente se oh=erva
que, para estos valores de las indeterminadas, ¢l polinomio [ toma el walor
3 ¥ los polinomios o, ., 03 ¥ oy, los valores 3,3, 1 y 1), respectivamente.
Por esto

3=94.24.3.1-| B-0,
de donde A - —2. Pongamos ahora zy = &y == x3 —= &4 = 1, I3 = .. =X, =
= 0. Los valores de los polinomios f, o, , @3 ¥ G5 son 6, 4, 6, 4, 1, respecti-
vamente, Poyr esto,

G Q0= IR,
de donde ##--2, Por to (anto, la expresidn buscada para [ es
{-0f— 20005+ 20,.
2. Hallar la suma de los cubos e las raices del polinomio
Jlxy x4 222- 2 1.

Para la resolucion de este problema, hallemes la expresion mediante los
polinomios tricos elementales para el polinomio simétrico § (2]). Aplican-
do el mismo método que en el ejumplo anterior, obtenemos la tabla

3000 ... 0},
2400 ... oyog.
1110 ... Os

V. por esto,
S (- 0| Aoy Boj.

Poniendo primero ry—za: -1, y=... - 2n =0, vdespués, ry=ap— 23—=1,
Ty=.., =2n=0, obtenemos, 4 — — -3, o sea,
S (23) = 0] — 30,0, | 30 (12)
_ Para hallar la suma de los cubos de las raices del polinomio [ (z) dado, en
virtud de las férmulas de Vieta, en la expresion que hemos hallado hay que sus-
tituir a; por el coeficiente de z* con signo contrario, o sea, por —1; o2, por el
coeficiente de 22, o sea, por 2; y, por fin, oz, por el coeficiente de z con signo
contrario, 0 sea, por —1. Por consiguiente, la suma de los cubos de las raices
fque nos inleresa es igual a

(— =3 (—1)-25 B (1)
El Jector puede comprobar este resultado teniendo en cuenta gue las raices

-4/ VT
de f(z) son: {, —i, — %__;_ i-V—g ¥— g —i l)é . Esti claro también que la formu-
la (12) no depende del polinomio j (z) dado y permite hallar la suma de los cubos
de las raices de cualquier polinomio.
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FEl método obtenido en la demostracién del teorema fundamen-
tal para expresar un polinomio simétrico f mediante los polinomios
elementales, conduce a un polinomio en oy, gy, ..., 0, comple-
tamente determinado. Resulta que de ningin modo se puede obtener
para f otra expresién distinta mediante oy, 0., ..., 0,. Esto
muestra el siguiente teorema de unicidad:

v Todo polinomio simétrico posee una expresion winica en forma de un
polinomio en los polinomios simélricos elementales.

Demosiremos este teorema. Si un  polinomio simétrico
f(z1, @3, . . ., &) sobre el campo P poseyese dos expresiones distin-
tas mediante o, 0., ..., O,

f(‘rlv TLay v ovy IH):IE (ﬂl‘ Tz, - - ey Uh)z'll?((’h Tz, + - oy On)‘
la diferencia
A (00 Ooy oo oy ) = {0y, o, ooy Op)— P (T4, Oy, ..., G,)

seria un polinomio en o, 6y, ..., g,, diferente de cero, es decir,
que no todos sus coeficientes serian iguales a cero, mieniras que la
sustitucién en este polinomio de oy, G4, . . ., O, por sus expresiones
mediante @y, ., ..., x, nos daria el cero del anillo P |x,, xs, . . .

- -y ,l. Por esto, no gueda mas que demostrar que, si un
polinomio % (¢, ¢, ..., 0,) es diferente de cero, o sea, que tiene
por lo menos un cocficiente diferente de cero, el polinomio
g {xy, 2, ..., x,), obtenido de % sustituyendo o, ¢, .. ., a,
por sus expresiones mediante ry, x., ..., x,:

ATy Oy ooy ) =g (X, Tay -o 0y @), (13)

es también diferente de cero.
Si  aclofe . .. G:H es uno de los términos del polinomio %,
siendo a == 0, entonces, como ya sabemos por la demostracion del
teorema fundamental, después de sustituir todas las ¢ por sus expre-

siones (1), obtenemos un polinomio en x,, z,, . . ., ,, cuyo Lérmino
superior (en el sentido de la ordenacién lexicogrifica) es

i !
azh1 Tz (s e 2 = ezl gln
donde
Lokt ka0 kg,
Iy = }‘3 + oo bk,
l’u == ')"u-

De agui resulla,
ﬂ';=l;—f;+1. Fn’n:z,,, £=1, 2, cewy J"I'-—i,
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o sea, conociendo los exponentes Iy, I, . .., I, se pueden restituir
los exponentes ky, k2, . .., k, del término inicial del polinomio y.
Por lo tanto, distintos términos del polinomio %, considerados como
polinomios en xy, s, ..., ¥,, lienen términos superiores dife-
rentes,

Consideremos ahora todos los términos del polinomio y; para
cada uno de ellos, hallemos el término superior de su expresion en
forma de un polinomio en z,, x5, . . ., r, ¥ entre estos Lérminos supe-
riores elijamos el que sea superior en el sentido de la ordenacién
lexicografica. Como ya se advirlid anles, este término no tiene
semejantes entre los términos superiores que se obtienen de los
demas términos del polinomio % y, como por la condicién, este
término es superior a cada uno de estos términos superiores, es supe-
rior, por consiguiente, a todos los demis lérminos que se obtienen

sustituyendo los elementos oy, 0,, ..., ¢, en los términos del
polinomio y por sus expresiones (1). Por lo tanto, hemos hallado un
término que, al pasar de y (o4, 02, . .., 0,) a g (x;, T2, - . .. T,),

aparece (con un coeliciente diferente de cero) una sola vez, por lo
cual, no puede simplificarse con ninguno. De aqui se deduce que no
todos los coeficientes del polinomio g (zy, xs, .. .. &,) son iguales
a cero, o sea, que este polinomio no es el cero del anillo P |z, 2.,
-« - 2|, como se queria demostrar.

Es evidente que el teorema demostrado se puede enunciar tam-
bién del modo siguiente:

El sistema de los polinomios simétricos elementales o, Ga, . . ., Oy,
considerados como elementos del anillo de los polinomios P |z,, xa,
.+ . x,), es algebraicamente independiente sobre el campo 3

§ 53. Observaciones complementarias
sobre los polinomios simétricos

Observaciones sobre el teorema fundamental. L'a flemnSLfani(m
del teorema fundamental de los polinomios siméiricos expuesta
en el parrafo anterior, permite hacer algunos ‘cmn'plem’ent.os esen-
ciales al enunciado del teorema, los cuales se aplicardn mas adelante.
Ante todo, los coeficientes del polinomio ¢ (04, Ogy « « -y Op),
hallado como expresion del polinomio simétrico f [zi.‘ Eoy e velln)
mediante los polinomios simétricos elemenlales, 110_51_310 pertenecen
al campo P, sino que se obtienen incluso de los coeficientes del poli-
nemio | aplicando las operaciones de adicién y sustraccion, o sea,
pertenecen al anillo L engendrado por los coeficientes del polinomio f
dentro del campo P. .

En efecto, como ficilmente se observa, todos los coeficientes del
polinomio ¢ (véase la férmula (5) del parrafo prcce'depte) so0n, con
respecto a las indeterminadas z;, T2, . . .y Tn» miultiplos enteros
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del coeficiente a, del término superior del polinomio f y, por lo
tanto, pertenecen al anillo L. Supongamos que ya esti demostrado
que pertenecen a L todos los coeficientes (con respecto a xy, xa, - . -

. ., x,) de los polinomios ¢y, ¢, . . ., ¢;, entonces, los coeficien-
tes del polinomio f, = f — ¢y —qs — ... — @; también perle-
necen a Ly, por ende, pertenccen también a L todos los coeficientes
del polinomio ¢;., con respecto a z,, Zo, . .., &,.

Por otra parte, el grade del polinomio ¢ (0,, 0o, ..., 0,) con
respecto al conjunto oy, Ga, . .., 0, es igual al grado que tiene el
polinomio f (xy, @o, ..., x,) con respecto a cada una de las indeter-
minadas x;. En efecto, como, por el pirrafo anterior, (2) es el término
superior del polinomio f, %, es el grado de f con respecto a z; y por
esto, en virtud de la simetria, es también el grado de f con respecto
a cualquiera otra de las indeterminadas x;. Mas, por la igualdad (5)
del parrafo anterior, el grado de ¢, con respecto al conjunto o es
irual al namero

(g — o) - (b —Fg) == oo ooy — o) b = Ry

Por otra parte, como el lérmino superior del polinomio f; es inferior
al término superior del polinomio f, el grado de f; con respecio
a cada x; no serd superior al grado de f con respecto a cada una de
estas indeterminadas. Pero el polinomio ¢, desempena para f,; el
mismo papel que g, para f, por consiguiente, el grado de . con
respecto al conjunto o es igual al grado de f; con respecto a cada x;,
o0 sea, no es mayor que ky, etc. Por lo tanto, el grado de ¢ (o, 0., . . .

., G,) lampoco es mayor que k;. Pero, como ninguna ¢; con
{ = 1, puede contener todas las oy, g, . .., g, elevadas a las mis-
mas polencias que gy, el grado de ¢ (04, 05, ..., 0,) es exaclamente
igual a ky. Con esto, nuestra proposicion queda demostrada,

., . ! . .

Sea, [inalmente, aojgiz ... o7 uno de los términos del
polinomio ¢ (o, g., ..., ,). Llamemos peso de este término al
niimero

L4204 . nla,

o sea, a la suma de los exponentes multiplicados por los indices que
corresponden a o;. En otras palabras, como se deduce del teorema
del grado de un producto de polinomios, demostrado en el § 51,
el peso es cl grado del término que consideramos con respecto

al conjunto de las indeterminadas z;, x., ..., x,. Enlonces, se
verifica la siguiente proposicion:
Si wun polinomio simétrico homogéneo f (ry, xs, . .., x,) es de

grado s con respecto al conjunto de las indeterminadas, todos los términos
de su expresion ¢ (04, Go, . .., 0,) medianie o tienen un mismo peso,
igual a s.

22-252
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En efecto, si (2) del pdrrafo anterior es el término superior del
polinomio homogéneo f, se tiene

§== kl -+ kg + o0 F -‘an.

Mas, el peso del lérmino y, segin (5) del parveafo precedente, es
igual a

(hy—hk) 2 (he— k) F oo (=) (g — By) |- ben =
=kl byt AR,

o sea, también es igual a s. Luego, el polinomio f; = f — ¢, como
diferencia de dos polinomios homogéncos de grado s, también es un
polinomio homogéneo de grado s y, por esto, el peso del término g,
del polinomio @ también es igual a s, efe.

Fracciones racionales simétricas. Il teorema [undamenta! de
los polinomios simétricos se puede generalizar para el caso de fraccio-

nes racionales. Llamemos siméirica a la fraccion racional % en rt inde-

terminadas =y, 7, ..., I,, si s mantiene jgual a si misma al hacer
cualquier permutacion de Ias indeterminadas. Ficilmente se demues-

o5 Lo P )
ira que esta definicion no depende de que se tome la fraccion — o una

fraceion —{_5’— equivalente a ella. En efeclo, si © es una permulacién

de las indeterminadas y ¢ es un polinomio arbitrario en estas inde-
terminadas, convengamos en designar con ¢¥ el polinomio en que se
transforma ¢ al efectuar la permutacién . Segin la hipdtesis, para
cualquier @, se liene,

!1 f(o
g g 2
o sea, fg@ = gf". Por otra parte, de la igualdad
1 _ 1t
14 Eo

resulla, fgg = gfe. de donde f“g® = gj2. Muliiplicando por f ambos
miembros de la ultima igualdad, oblenemos:

185 = feofy = &f*fy,
de donde, después de simplificar por f“, resulta: fg@=gfy, o sea,
o il B

e T8 &
Se verifica el siguiente teorema:
Toda fraccion racional simétrica en las indeterminadas xy, s, . ..
z, con coeficientes del campo P, se expresa en forma de una

-y
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fraccidn racional en los polinomios simétricos elementales 0y, Oq, . . .
. .., O,, con coeficientes pertenecientes de nuevo a P.
En efeclo, sea dada una fraccién racional simétrica

f{rss Tor «uuy X5)
BT T2y 20y Za)

Suponiendo que ésta es irreducible, se podria demostrar que, tanto f
como g, son polinomios simétricos. Sin embargo, el camino que se
sigue a conlinuacion es el mas sencillo. Si el polinomio g no es
simétrico, multiplicamos el numerador y el denominador por el
producto de todos los n! — 1 polinomios que se obtienen de g efec-
tuando todas las suslituciones posibles no idénticas de las indetermi-
nadas. IFacilmente se comprueba que ahora el denominador es un
polinomio simétrico. En virtud de la simetria de toda la fracciém,
de aqui se deduce ahora que el numerador es también simétrico y,
por esto, para la demostracion del teorema no queda mis que expre-
sar el numerador y denominador mediante los polinomios simétricos
elementales.

Sumas de potencias. I'n las aplicaciones aparecen frecuentemente

los polinomios simétricos s, =af ol ... -2k k=12, ...,
o sea, las sumas de las potencias k-ésimas de las indeterminadas
Ty, dny . . ., &y. Estos polinomios, llamados sumas de potencias,

tienen que expresarse mediante los polinomios simétricos elemen-
tales, segiin el teorema fundamental. Sin embargo, es bastante dificil
encontrar estas expresiones para valores grandes de k y, por lo tanto,
ofrece interds la relacién existente entre los polinomios sy, 5., . . .
¥ Oy, G2, ..., O,, que se va a establecer ahora.

IEn primer lugar, s, = o,. Por otra parle, siendo k<n, facil-
mente se comprueba que se verilican las igualdades:
Sp-10y = 85 -= 8 (2o ", 1
Sp—0y S (ThVay) - S (o~ Pagag),

Sp_i0; =S (.r’l‘—"“.rz. an--S (x';-'i.rg. X T,y 20 h—2,

(1)
8105y = S{afry . .. 3oy) = Koy

Tomando la suma alternada de eslas igualdades (o sea, la suma con
los signos alternados), y pasando después todos los términos a una
parle de la igualdad, obtenemos la formula siguiente:

Sh — 8310y - SpagOz— « v 4 {— 1YV sy0n - (— 1) kor =0 (k). (2)

* Viase (1) del parralo precedente.
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Si k=>mn, el sistema de ignaldades (1) toma la forma:
Sp-10y = s+ 8 (—"5};“ Lay),

Su-oy =S (2= 1ry) - & ()~ 2aary),

seo0e =S (@1, Loow) + S @ L i), 2<ign—1,
Sp-nGp =5 (JJ;_"J' Yy ..o,
de donde se deduce la formula
Sy — Sp_10) - Sh-20p— - o . +(— D" 53200, =0 (k=n). (3)
Las formulas (2) y (3) se laman firmeulas de Newton, Estas ligan

a las sumas de potencias con los polinomios simétricos elementales
v, por consiguiente, permiten hallar sucesivamente las expresiones

de sy, s, 83, . .. medianle o;, 02, ..., 0,. Asi, pues, ya sabemos
que s, = ay, lo cual se deduce tambidn de la Formula (2). Stk = 2.<n
enlonces, en virtud de (2), se tiene s2 — 0y -+ 20, = 0, de donde

8y = 0} — 20,.

Si & =3<n, s¢ tiene s3—s,0, - §,0,— 30, — 0, de donde, aplicando
las expresiones yva oblenidas para s, v s.. oblenemos:

2 ;
83 = 07— 30,0, -+ 30y,

lo cual ya conocemos (véase (12} del piarrafo precedente). Si &k = 3,
pero n = 2, por (3) se tiene s; — 5,0, + 50, —= 0, de donde s, =
= ¢! — 30,6,. Aplicando las férmulas de Newlon, se puede oblener
una formula general que exprese s, mediante o, 65, . . ., 0,. Pero,
debido a la complejidad de esta férmula, omitimos su exposicion.
Si el campo fundamental P es de caracteristica 0 y, por lo tanto,
tiene sentido la divisién por cualquier niimero natural n*, la formu-
la (2) permite expresar sucesivamente los polinomios simétricos
elementales ¢, s, ..., 0,, mediante las primeras n sumas de

potencias sy, Sz, . .., S,. Asi, pues, o, = sy, ¥, por esto,
1

4 g
Oy = ‘2"(31‘3: —53) :T{s;——sz),

1 t y
0y = -_Ii— (S3— 8204 -+ 5102) = 5 (81— Bsy82 + 283)
etc. De aqui, y del teorema fundamental, se desprende el siguiente

resultado:

. . a A s
* En un campo de caracteristica p, la expresién iy carece de sentido si

a == 0, pues, en este campo, para cualquier z, se tiene pz = 0.
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Todo peolinomio siméirico en n indeferminadas xy, T, . . .y I,
sobre un campo P de caracleristica cero, se puede expresar en forma
de un polinomio en las sumas de polencias s, Sz, . .., 8§ con coefi-
cientes pertenecientes al campo P.

Polinomios simétricos con respecto a dos sistemas de indeter-
minadas. En el siguiente parrafo, asi como en el § 58, se va a utilizar
una generalizaciéon del concepto de polinomio simétrico. Sean dados
dos sistemas de indeterminadas, xy, %3, . . ., T © Y1, Yo, -« oy Yrs
donde su unién

Ty T2r wvvy Lny Hoy B2y o000 Yr (4)

es algebraicamente independiente sobre el campo P. Un polinomio
2y, T2y o« v Tny Yio Y20 .. .0 Yy) sobre el campo P se llama
simélrico con respecto a los dos sistemas de indeterminadas, si no varia
al hacer cualesgquiera permutaciones de las indeterminadas
Ty, Tpy ..., &, enlre si y de las indeterminadas ¥y, ¥z, .. ., Yr
entre si. 3i para los polinomios simétricos elementales en z,, zp, . . .

., &, conservames las notaciones ¢y, 02, ..., 0Oy, ¥ designamos
con Ty, Tz, ..., Tp, los polinomios simélricos clementales en
¥, Ha. .+ oo ¥ro €l leorema fundamental se generaliza del modo
siguiente:

Tado polinomio f (zy, @a, . . ., Ty, Y1y Y2, - - - Y») s0bre el campo
P, que ¢s simélrico con respeclo a los sistemas de indeterminadas
Ty, Ty oo oy Ty € Y1y Yoy « « oy Yro S€ expresa en forma de un poli-
romio {con coeficientes de P) en los polinomios simélricos clementales
respecto de estos dos sistemas de indeterminadas:

FUZy @ay ooy Tny Uty Yan vvon Hr) = @0y, Ogy oo Oy Ty, Taw ooy To)e

En cfecto, el polinomio f se puede considerar come un pelinomio

f (44 Yoo - - -, ¥:) de coeficientes que son polinomios en 1y, g,
..., &,. Como f no varia al permutar las indeterminadas xy, a2, . ..
..+ &, los coeficientes del polinomio f serdin polinomios simétri-

cos en Iy, &y, . . ., &y, por lo cual, en virtud del teorema fundamen-
tal, se expresan en forma de polinomios (con cocficientes de P)
en oy, Gz, . .., Op- Por otra parte, el polinomio f (¥, ¥z, « - «» ¥

considerado sobre el campo P (zy, x,, ..., 7,), €5 simélrico con
respecto a ¥y, ¥2, . - -, ¥r, por lo cual, se expresa en forma de un
polinomio 5 (t1y T2y -« o T¢). Como se ha mostrado al principio del
presente parrafo, los coeficientes del polinomio g se expresan median-
te los coeficientes del polinomio 7 mediante la suma y la resta y, por
consiguiente, también son polinomios en oy, 0,5, . .., 0,. Ividen-
temente, esto nos conduce a la expresion buscada de f mediante
Gy Oy = v oy Opy Tpy Toy o« - oy Ty
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Ejemplo. El palinomio
[y oy @a0 iy, Po) = Fyrory— TaToHy - Tytala— STl
— Ty Ealn—£akayi— Fatalz - L1yl o Fal b | S
es simétrico con respeclo a las indeterminadas r, xy, z3, asl como con Tespecto
a las indeterminadas y;, y2, pero no es simétrico con respecto al conjunto de
todas las cineo indeterminadas, lo cual se observa trasponiendo las indelermi-
nadas z; e y;. Hallemos la expresion de f mediante oy, o, o3, Ty, T3t
f =z razy— (x| 2125 Tota} 4y — (2472 | T42g -+ 2a7g) W -
[ {2y | Ty 23) ¥1ya — O3 — Oal — Ogliy - Olfy¥z == 03— T -0y Tp.

Naluralmente, el Lteorema que se acaba de demostrar se generaliza
también al caso de tres y de un nimero mayor de sistemas de inde-
terminadas.

Para los polinomios que son simétricos con respecto a dos siste-
mas de indelerminadas se verifica también el teorema de unicidad
de la representacién mediante los polinomios simétricos elemen-
tales. En otras palabras, se verifica el signiente teorema:

El sistema urido

Op, Ggy «vvy Ony Tgy Ty evey Tp

de polinomios simétricos elementales en los sistemas dados de indetermi-
nadas Ty, Ta, « .y Ty € Yiy Hou « - - Yro €5 algebraicamente indepen-
diente sobre el campo P.

En efecto, supongamos que existe un polinomio

q (Ulv Oay wvoy Opy Tyy Ty e vy Tr)

sobre el campo P, que es igual a cero, a pesar de que no todos sus
coeficientes sou iguales a cero. Este polinomio se puede considerar
como un polinomio ¥ (ty, Tz, ..., T,) de coeficientes que son
polinomios en o, 64, . .., ¢,. Por consiguiente, se puede suponer
que ¢ es un polinomio en Ty, Tz, ..., T, sobre el campo de frac-
ciones racionales:

Q=P (xy, ¥, --., Ta)-

El sistema y;, y2, - - ., ¥, S¢ mantiene algebraicamente indepen-
diente sobre el campo @, pues, si para este sistema exisliese una
dependencia algebraica con coeficientes de @, eliminando los deno-
minadores obtendriamos una dependencia algebraica en el siste-
ma (4), en contra de la hipétesis. Basindose en el teorema de unicidad
del pirrafo anterior, resulta ahora que el sistema ©,, 7o, - . ., Tr
también tiene que ser algebraicamente independiente sobre el campo
Q v, por esto, todos los coeficientes del polinomio v son iguales
a cero. Pero, estos coeficientes son polinomios en oy, 0., . . ., Oy,
por lo cual, de nuevo, en virtud del teorema de unicidad para el
caso de un sistema de indelerminadas (esta vez, para el sistema
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£y, £a. .. -, Ty)y los mismos coeficientes de estos ultimos polino-
mios son iguales a cero. Con esto queda demostrado que, en contra
de la hipotesis, todos los coeficientes del polinomio ¢ tienen que
ser iguales a cero.

§ D4. Resultante. Eliminacién de una indeterminada.
Discriminante

Dado un polinomio [ (z4, %z, - . ., &,) del anillo P [z, x5, . .
..., 7,), se llama solucion del mismo a un sistema de valores de
las indeterminadas

Ty =1y, Tp="=%a, ..., Tn=0Op,

tomados en el campo /* o en alguna ampliacion £ de este campo,
que convierle en cero al polinomio f:

Fleey, @ay ooy an) =0,

Tode polinemio f, cuyo grado sea mayor gue cero, posee soluciones.
Iin efecto, si la indeterminada x, figura en la expresion de este
polinomio, entonces, se pueden tomar por a;, . . ., &, los clementios
arbitrarios del campo P, con la condicidén solamente de que el grado
del polinomio f (%, @2, ..., &,) se manienga estrictamente posi-
tivo, y después, aplicando el teorema de existencia de la raiz (§ 49),
se puede tomar una ampliacién P del campo P, cn Ja que ¢l polinomio
fry, s, ..., @) en una indelerminada z, tenga una raiz oy.
A la vez, observamos que la propiedad (de los polinomios de grado
2 en una indeterminada) de poseer en cualguier campo no mis de n
raices, no se cumple para los polinomios en varias indeterminadas.

Dados unos cuantos polinomios en n indelerminadas, se puede
plantear el problema del cileulo de las soluciones que son comunes
a todos ellos, o sea, de las soluciones del sistema de ecuaciones que
resulta al igualar a cero los polinomios dados, 1in el segundo capitulo
se estudio detalladamente un easo particular de este problema,
precisamente, el caso de sistemas de ecuaciones lineales, Sin embar-
o, en el caso particular inverso de una ecuacion en una indeter-
minada, pero de grado arbitrario, no sabemos nada sobre las raices,
a excepeion de que éstas existen en cierta ampliacion del campo
fundamental. Naturalmente, la bisqueda y el estudio de las solu-
ciones de un sistema no lineal de ecuaciones en varias indetermi-
nadas es un problema mis complicado que, por cierto, estd fuera de
los miargenes de nuestro curso y es el objeto de nuna rama de las malte-
miticas, denominada geometria algebraica. ‘Aqui nos [imitaremos
solamente al caso de un sistema de dos ecuaciones de grado arbi-
trario en dos indeterminadas v demostraremos que éste se pucde
reducir al ecaso de una ecuacion en una indeterminada.
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Ocupémonos primero del problema de la existencia de raices
comunes de dos polinomios en una indeterminada. Sean dados los
polinomios

fla) —apx™ +ae™t — . —ap_x Ly, }
glz) =box" - by e L i by (1)
sobre el campo P, siendo ag - 0, by == 0.

De los resultados del parrafo precedente, sin dificultad alguna
se deduce que los polinomios f (x) y g (x) poseen raiz comin en cierta
ampliacién del campo P cuando, y silo cuando, éstos no son primos
entre si. Por lo tanto, el problema de la existencia de raices comunes
para los polinomios dados se puede resolver aplieindoles el algoritmo
de Luclides.

Ahora seialaremos otro método para dar una respuesta a este
problema. Sea /2 una ampliacion tal del campo P, en la que f (1)
tenga n raices oy, o, . .., @,, ¥ g (r) tenga s raices, B, Baiie vy B
por P se puede tomar el campo de descomposicion del producto
f(x) g {z). El elemento

Ry gy =abdl 1] 1 (2—p)) 2)
sl 3=
del campo P se llama resulianie de los polinomios f (v) y g (z). Es

evidente que f (x) y g () poseen en P raiz comiin cuando, y solo cuando,
B’ A(f, g) 0. Como

g(x) = | !I (r—1f)
G
se Liene,
g (o) = || (u—By):
la resultante R (f, g) se puede expresar también en la forma
T
Rif.e)=a; |l g () (3)

En la definicién de la resultante, los polinomios f(z) y g(z)
no se emplean de un modo simétrico. IEn efecto,

R(g n="bai ] I Bs—e)=(-1"R(, ). )

En correspondencia con (3), R (g, f) se puede expresar en la forma

(g, =Ml j[=]1 FAGHE (%)
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La expresién (2) para la resultante exige conocer las raices de los
polinomios f (z) y g (x) y, por esto, pricticamente es inutil para la
resolucién del problema de la existencia de una raiz comin de estos
polinomios. Sin embargo, resulta que la resultante R (f, g) se puede
expresar en forma de un polinomio en los coeficientes a,, ay, . . .
v ey G, by, by, ..., by de los polinomios f(x) y g (x).

La posibilidad de tal representacién se deduce ficilmente de los resultados
del parrafo anterior. En efecto, la férmula (2) muestra que la resultante &% (f, g)
es un polinomio simétrico en dos sistemas de indeterminadas: en el sistema
oy, O, ..., Gy ¥ en el sistema fiy, Pz, ..., fi;. Por esto, como se demor-l.m al fin
del pirrafo anterior, ésta se representa on forma de un polinomio en los polino-
mios simétricos elementales en estos dos sistemas de indeterminadas, o sea,
en virtud de las formulas de Vieta, en forma de un polinomio en los cocientes

b

ﬂ, t=Ay By iy ey bj. i=1, 2, ..., & el factor aj by, incluido en '(2),

ap
libra de ay y b al denominador de la expresién obtenida. Por cierto, seria muy
dificil hallar la expresidn de la resultante mediante los coeficientes con los
miétodos expuestos en los pirrafos anteriores, por lo que emplearemos otro
método.

La expresion que hallaremos para la resultante de los polino-
mios (1) serd valida para cualguier par de estos polinomios. Precisan-
do, se supondri que el sistema de raices

Oy Cpy -voy Oy By Bo ooy s (6)

de los polinomios (1) es un sistema de n -~ s indeterminadas inde-
pendientes, o sea, es un sistema de n --s elementos, algebraicamente
independiente sobre el campo P en el sentido del § 51.

Obtendremos una expresién para la resultanle que, considerada
como un polinomio en las indeterminadas (6) (después de sustituir
los coeficientes mediante las raices por las [érmulas de Vieta), seri
también igual al segundo miembro de la igualdad (2), considerado
también como un polinomio en las indeterminadas (6).

Entendiendo la igualdad precisamente en el sentido de identidad
con respecto al sistema de las indeterminadas (6), demostraremos que
la resultante R (f, g) de los polinomios (1) es igual al siguiente deter-
minante de orden n - s

gy Gy ... Uy
g &y ... f{n s filas
dg @y ... dy 7
D= bl} b! bs (I)
by by - by n filas
by by ... b,
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(en los lugares libres figuran ceros). La estructura de este delermi-
nante estd suficientemente clara; seiialemos solamente que en su
diagonal principal figura s veces el coeliciente a, y, después, n veces
el coeficiente b,.

Para la demostracion de nuestra afirmaciéon, caleularemos de dos
modos el producto atb?DM, donde M es el siguiente determinante
anxiliar de orden n - s:

n+s—1 ng—1 nig—| nia—1 n+s—1 figs—1
f fp co Bs oty 232 s Oy
n4s—2 n48—2 Ngs=2 n+s—2 n4s—2 n+g—23
"51 52 e ﬁ, oty * e 31 es On
M= g 3 5 5 5
B fz v eF %5 o
ﬁl B‘.’. * |33 oy Ly, Cln
1 1 1 1 1 1

M es el determinante de Vandermonde y, por esto, como se indicé
en el § G, es igual al producto de las diferencias de los elementos de
su penultima fila, donde, de cada elemento precedente se resta
cualquier elemento posterior. Por lo tanto,

M= N @—=pn [ I ¢—e- I ().

1=i<d
de donde, en virtud de (4),

abiDM =D-R(g. f)- ] B:i—Bp) Il (m—ap. 8
1=i=j=a 1=i<j=n

Por otra parte, calculemos el producto DM basindonos en el
teorema del determinante del producto de las matrices. Multi-
plicando las matrices correspondientes y teniendo en cuenta que todas
las o son raices de f (z) y todas las p son raices de g (z), obtenemos:;

aybyDM —

Bi'F (B B2 F(Bo) . BT (B O B e @
Bi°f (By) B2 °f (B) - B3 (B) O 0 .. 0
Bof (By)  Pof (B2) ... Bof (Bs) 0 0 0
| FB) FBD e f(B) 0 0 .. 0
Sl 0 o 0 ot (on) g (o) g (o)
0 0 0 i) g (o) e o2 (o)
‘ .0 lllll 0 (]. - ;x,‘g.(oel,)' ' azg {es) e .a,,g (tn)
0 0 .. 0 g (o) glas) . glom)
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Aplicando el teorema de Laplace, sacando después los factores
comunes de las columnas de los determinantes y calculando los
determinantes que quedan como determinantes de Vandermonde,
resulta:

aitsDM =aibi 1] 18 T ®i—B)- 1] g (@) I (@i—a),

o bien, aplicando (3) v (5),

LR AL

GUDM=RU, ) R N+ T Bi—B)- I (i—ci). 9

Ha resultado que los segundos miembros de las igualdades (8)
¥ (9), considerados como polinomios en las indeterminadas (6),
son iguales entre si. Ambos miembros de la igualdad obtenida se
pueden simplificar por sus factores comunes, que no son idéntica-
mente iguales a cero. El factor comin R (g, f) no es igual a cero.
En efecto, como por la hipotesis, ag= 0 y by== 0, es suficiente
elegir para las indeterminadas (6) valores que no sean iguales entre si
{en el campo fundamental o en alguna ampliacién del mismo), para
obtener en (4) un valor diferente de cero del polinomio R (g, f).
Del mismo modo se demuestra que los otros dos factores comunes
son diferenies de cero. Simplificando por todos estos factores comu-
nes, llegamos a la igualdad:

R(f, g)=D (10

como se gueria demostrar. )

Desistamos ahora de la condicion de que los coeficientes superiores
de los polinomios (1) sean diferentes de cero *. Por consiguiente,
acerca de los grados verdaderos de eslos polinomins solamente se
puede afirmar que éstos no son superiores a sus grados «formales»
n y s, respectivamente. Ahora, la expresién (2) para Ja resultante
carece de sentido, pues, posiblemente, los polinomios considerados
tienen una cantidad de raices menor que r o s. Por otra parie, ahora
también se puede escribir el determinante (7) y como ya estd demos-
trado que, siendo ay =~ (0, by = 0, este determinante es igual a la
resultante, le llamaremos también, en el caso general, resuliante
de los polinomios f (x) vy g (x), designindole con la notacion 1 (f, g)-

Pero ya no se puede asegurar que la igualdad a cero de la resul-
tanle es equivalente a la existencia de una raiz comin de nuestros

* El hecho de que por ahora nos neguemos de la condicion que habiamos
impuesta al coeficiente superior del polinomio, se debe a las aplicaciones
ulteriores, puesto que queremos estudiar los sistemas de polinomios en dos inde-
torminadas, reliriendo una de éstas a los coeficientes. Por consiguiente,
el ecoeficiente superior puede anularse para valores particulares de esta
indeterminada.
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polinomios, En efeclo, siay = 0y by, - ). resulta que A (f, g) = 0,
independientemenle de que tengan los polinomios f y g raices comu-
nes o no. Sin embargo, éste es el anico caso en que de la igualdad
a cero de la resullante no se puede hacer la conclusion de que existen
raices comunes de estos polinemios*. Precisando, se verifica el
siguienle teorema:

Dados los polinomios (1) con cualesquicra coeficientes superiores, si
resultante es igual a cero cuando, y silo cuando, estos polinemios
tienen una raiz comin, o bien, cuando ambos coeficientes superiores
son iguales a cero.

Demostracion. 1 caso en que ag,== 0, by== 0, ya se estudio
anteriormente y el caso en que ¢y = by = 0 se liene en cuenta en el
enunciado del teorema. No queda mas que considerar el caso en que
uno de los coeficientes superiores de los polinomios (1}, por ejemplo ag,
es diferente de cero, mientras que b, es igual a cero.

Sib; = 0 paratodoslosi,i =0, 1, ..., s entonces R (f, g) —=
= (), pues el determinante (7) contiene filas que constan de ceros.
Pero, enlonces el polinomio g () serd idénticamente igual a cero,
por lo cual, tendrd raices comunes con f (x). Si

by=by= ... =l =0, pero by =0, ks,
v
£(@) = b L bzt bz by,
entonces, sustituyendo por ceros los elementos by, by, ..., by—y

en el determinante (7), y aplicando el tcorema de Laplace, obtene-
mos, evidentemente, la igualdad:

R{f, g)=al i (f, ). (1
Sin embargo, como los coeficientes superiores de ambos polino-
mios f y g son dif_tfrentes de cero, por lo demostrado anteriormente,
la igualdad 2 (f, g) = 0 es condicién necesaria y suficiente para la
existencia de una raiz comin de los polinomios f y g. Por otra parte,
en virtud de (11), las igualdades R (f, g) = 0 y R (f, g§) = 0 son
equivalentes, y como los polinomios g y g tienen raices iguales,
obtenemos que, en el caso considerado, la igualdad a cero de la

resultante # (f, g) es equivalente a la existencia de una raiz comdn
‘de los polinomios f (x) y g (). Con esto, el teorema queda demostrado.

* Naturalmente, el determinante (7) también es igual a cero cvando a, =
= by = 0. Mas, en este case, los polinomios (1) tienen la raiz comin 0.
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Hallemos la resultante de los dos polinomios cuadrados
Jle)=apx?tayr—+tas, g(x)=>bozt-{-byz--by.
Segnn (7)
ag a; ag 0
0 ag ay ag
by by by O
0 by by by
o, calculando el determinante, desarrollindolo para esto por la primera
v tercera filas,
R (f, g) = (aoby—agbg)® — (aghy —asbg) (a by —ayby). (12)
Asi, pues, dados los polinomios
floy=22—06z+4-2, glz)=22 |- z-4-5,

en virtwd de (12), =e tiene, R({f, g,)=—233, v por esto, estos polinomios no
ticnen raices comunes. Dados los polinomios

Rif, g)=

flr) —x2—Ar—3, gley=—x2—Tz-10,

se tiene, 12 (f, ) = 0. 0 sea, estos polinomios tienen una raiz comin e igual a 5,

Eliminacion de una indeterminada en un sistema de dos ecuaciones
con dos indeterminadas. Sean dados dos polinomios f y g en dos
indeterminadas x e ¥, con coeficientes pertenecientes a un campo P.
Escribiremos estos polinomios segin las potencias decrecientes de
la indeterminada x:

fla, py=as(yya" <-ag () 24 Lo Fap-y (y) @+ ag (y), } 13)
gl@, ) =by (1) '+ by () 2" Lo by () 2 b () (

los coeficientes son polinomios del anillo P [yl. Hallemos la resul-
tante de los polinomios jf v g, considerados como polinomios enx.
v designémosla mediante R, (f, g); en virtud de (7), ésta es un poli-
nomio en una indeterminada y, con coeficientes del campo P:

He(f, e)=F (y)- (14)

Supongamos que el sistema de polinomios (13) posee una solu-
cion comiin z = e, y = [ en una ampliacion del campo P. Ponien-
do en (13), en lugar de y el valor P, obtenemos dos polinomios,
fx. B)yve (s B), en una indeterminada z. Estos polinomios tienen
una raiz comin <« y, por consiguiente, su resultante, que en virtud
de (14), es igual a /' (p), tiene que ser igual a cero, o sea, P fiene que
ser raiz de la resultante R, (f, g). Recipmcamente, si la resultante
R, (f, g) de los polinomios (13) tiene una raiz B, la resultante de los
polinomios f (x, B) v g (x, p) es igual a cero, o sea, o bien eslos
polinomios tienen una raiz comin, o bien sus coeficientes superiores

son iguales a cero,
ag (B) =L (B)=0
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De este modo, el cilecule de las soluciones communes del sistema
de polinomios (13) se ha reducido al cialculo de las raices de un poli-
nomio (14) en una indeterminada y, o sea, como estd convenido
decir, s¢ ha ¢liminado la indelerminada x e¢n el sistema de polino-
mios (13).

El teorema que sigue responde a la pregunta =obre el grado del polinomio
que se obliene al climinar una indeterminada en un =istema de dos polinowios
en dos indeterminadas;

8¢ los polinomios § {x, y) y & (x, y) Lenen con respecio al conjunlo de las
indeterminadas los grados n y §, respectivamente, ol prado del polinemio By (f, g
con respecto a la indeterminada y no es mayor que el producio ns, raturalmente,
si este polinomio no es igual a cere idénlicamenie. .

Ante todo, si ze consideran dos polinomios en una indeterminada con los
coelicientes superiores iguales a la unidad. segan (2) su resultante &t (f, ¢) es un
polinomio homogéneo en ey, @, <oy oy, Brs Beo o0 [is, de grado s, De aqui
se deduce que, =i en la expresion de la resultante mediante los coeficientes
iy @py vy ty, By, Bay L, by [igura el término

fyhg T 1y
aylag? ... e "’1_'5'2 ceo by

vy si el nimero
TR e I o 7 o I T S S - 1
lo denominamos peso de este término, todos los términos de la expresidn de

It (f, g) mediante los coeficientes tienen un misno peso, igual a ns. Esta proposi-
cidn es veridica lambién en el ¢caso general para los lérminos de la resultante (7),

si g0 llama peso del término agho af' B b:f i::‘ ... b!* al niunere
(o9 U 5 WO M NS ST ) Y5 JTY B DOk SRR JO) {15)

En efecto, sustituvendo en los términos del determinante (7} los factores ap ¥ bo
or la unidad, llegamos al caso ya considerado, pero los exponentes de estos
actores figuran en (15) con los coeficientes 0.

Eseribamos ahora los polinomios f y g en la forma siguiente:

Tz y)=ao(w)afag(y) "4 .. £ an (v)

glr, y)=bo () z* -+ by (1) 2*7 1t ... A Ds ().
Como r es el Frado do f (z, y) con respecto al conjunto de las indeterminadas, ¢l
grado del coeficiente &, (y), r = 0, 1, 2, ..., n, no puede ser mayor que =u indi-
ce r; esto mismo es cierto también para b, (). De aqui so deduce, que el grado

de cada término de la resultant.g, Ry (f, g) no esmayor que el peso de este térmi-
no, 0 sea, no es mayor que el nimero ns, como ge queria demostrar.

Ejemplos.

1. Hallar las soluciones del sistema de polinomies
f(xy y)=aly -3y -2y 3,
gz, y)=2xy—2x--2y—3.

Eliminemos la indeterminada r en este sistema, para lo cual, lo escri-

bimos en la forma:
Jlroy)=—y-22 (By)-2-- 2y -+ 3), }

£ (2, ¥) =2y —2) =+ (2y+3) 16
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enlonces,
y 3y 2yl 3
Relfog)—|20—22y+3 0 |=2421 11y 12,
0 2y—2 2y-—-3
Las raices de la resultante son: fi; = —4, Pz = — i} Para estos valores de la

indeterminada y, los coeficientes superiores de los polinomios (16) no se anulan
v, por esto, cada uno de ellos, junlo con cierto valor de z, forma una solucién
del sistema dado de polinomics. Los polinomios

fle, —a)— —4x2 — 120 —5,
gfe, —A)=—10z—35
. . . 1 . . .
tienen una raiz comin, c;— <. Los polinomios
3 3, 0
1 (B ) =i

tienen una raiz comin o= 0. Por lo tanto, el sistema dado de polinomios=
tiene dos soluciones:
e ]

B —4 ¥ ap=0. fu  ——.

re| =

y— —

2. Eliminar una indeterminada en el sistema de polinomios:

3 N

fie, u)y - 2ady—oy? ! 30,
g, y) — oyt 2ay?—Oy -1

Como estos dos polinomios son de grado 2 con respecto a la indeterminada y,
mientras que uno de ellos os de grado 3 con respeeto o la indeterminada », con-
viene eliminar In y. Eseribamos el sistema en la forma

Flz g =(—2) 42 - (22%) - (z-3), .
glx. y)— (2?4 2a) y—-Dy i1 o

y hallemos su resultante, aplicando la férmula (12):
By (t g) =[{(— 2y 1—(23) (a2 20)]2—
—[{— ) (—5)—22% (2| 22)] [2a%-1— (r-5) (— )]
<48 BeT | 1120 18425 | 1612%.] 15408 1 0622 — 1954,

3 |
Una de las raices de la resullante es igual & (1, Sin embarga, para este valor
de la indeterminada x, ambos coelicientes superiores de los polinemios (17)
=g convierten en cero, y, ademds, como ficilmente se observa, los polinomios
i‘{ﬂ, w ¥ g (0, y) no lienen raices comunes. No conocemos un método para h-
ar las otras raices de la resultante, Solamente se puede afirmar que si las ha-
Hasemos (por ejemplo, en el campo de descomposicion de Rt (f, 1), ninguna
de ellas anularia  a ambos coeficientes superiores de los polinomios (17)
¥. por esto, cada una de estas raices, junto con cierlo valor de y (con uno, e inclu-
so con varios) formaria una solucion del sistema dado de polinomios.
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Fixisten métodos que permiten eliminar sucesivamente las
indeterminadas en un sistema con un nimero arbilrario de polino-
mios ¢ indeterminadas, Pero estos métodos son demasiado complica-
dos, por lo cual, no pueden ser incluidos en nuestro curso.

Discriminante. Por analegia con el problema que nos ha levado
al concepto de resultante, se puede plantear la cueslion sobre las
condiciones segin las cuales un polinomio f (x) de grado n del anillo
£ [x] posee raices miliiples. Sea

f@) = apx" =™t L L By -l B0,
y supongamos (ue en cierta ampliacion del eampo P este polinomio
tiene las raices oy, ., ..., a,. Evidentemente, enire estas raices
, a o 3 ¥ 3 . H 4
hay iguales cuando, i silo cnande, es igual a cero el producio
A= (ta— o) (Ea—ay) ... (Ba—0ay) X
(R — ) (S o) .. (En— o) X
(O Cpy) = II ) (f.Z" S a}j
nEiig

o, lo que es lo misno, si es igual a cero el producto

D=agn* [ Am—o)?
n=d -5
denominado discriminante del polinomio f (x).

A diferencia del producto A, que puede cambiar de signo al per-
mitar las raices, el discriminante £? es simétrico con respecte a
Oy, Cha, - . .4 ¢ ¥, Por esto, se puede expresar mediante los coefi-
cientes del polinomio f (x). Para hallar esta expresiéon, suponiendo
que la carvacteristica del campo £ es igual a cero, se puede utilizar
la relacién existente enlre el discriminante del polinomio f (x)
v la resultante de este polinomio y su derivada. Es natural esperar
la existencia de tal relacién, pues, como ya sabemos por el § 49,
un polinomio tiene raices miltiples cuando, y s6lo cuando, tiene
raices comunes con su derivada f° (), por lo cual, D = 0 cuando,
vy s6lo cuando, R (f, f') = 0.

Por la formula (3) del presente parrafo, se tiene:

R{f, 1y=ay= L] 1 (@)
Derivando la igualdad

fe)=ao [ r—om)
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resulta:
"1
= 2 ] (z—eay).
=1 §%k

Después de poner aqui o; en lugar de x, todos los sumandos,
a excepeidn del i-ésimo, se anulan, por lo cual,

J (a)=an Hi (o0; — o),
I
de donde

n{f, f’):-a;;—:.aﬁiL_li ,-LL (ot —ezp).

En este producto, para cualesquiera i y j, i = j, figuran dos factores:
o — ;¥ o; — o;. Bl produclo de éstos es igual a (—1)- (o, — og)?,

y como exislen M pares de indices i, j, que satisfacen a las
desigualdades n = £~> j =1, resulta:
nin—1) n(n—1)
R )y=(—1) 2 ai* [ (u—a)=(—1)" 2 ab.
iz

Ejemplo. Hallemoz el discriminante del trinomio enadritico
flay=naz2Lbx4e,

Comn f° (r} = 2ax-+ b, se tiene,

a boe
Rif, f)=|2a b 0|=a(—0b21dac).
a Zab
En el coso considerado, -L(—-’l_-,ﬂ;l. por lo cual,

D= —a" 18 (f, f1=>—4ac.

Esto coincide con lo que en el dlgebra escolar llaman ordinariamente discri-
minante de la ecuacion cuadritica.

Otro método para hallar el discriminante consiste en lo siguiente.
Formemos el determinante de Vandermonde de las potencias de las

raices oy, ey, . .., %,. Como se demostr6 en el § G,
1 1 e |
oy Cho eon Ol
2 2 2 i ” (o —y) = A,
O %y .. G =izt

=1 qr—1 Ti—1
o .C:Z can CLD

23-252
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y por eslo, el discriminante es igual al cuadrado de este determinan-
te multiplicado por @2—2. Mulliplicando esie delerminante por su
traspuesto segin la regla de multiplicacién de las matrices vy recor-
dando las sumas de potencias, definidas en el parrafo precedente,
resulta;

me AL Sa o SRy
8 8 Sz va s By
—:pin—-2 ia
D= ug 85 i@ B .edmEg. 7 (18)
Sn-y Sp Sr4g o« - - Nanoa

donde sy es la suma de las k-ésimas potencias de las raices &y, o, . . .
c ey O

Ejemplo. Ilallemos el discriminante del polinomio cibico f(r) ="
-laz? | br e Por (18), se liene,

3 5 8|
o 8y Sa §3
83183 5
Comao va sabemos por el parrafo anterior,
S0y = —a,
8- 0} — 209 — a?— 20,
sy 0} —dayog |- 30y — —a® | dab—3e.
Aplicando la formula de Newton, y teniendo en cuenta que o4-=0, hallamos
también que
s, 0l —40la, |- Aoyag 208 - al—4a? -dac-| 2b3
De aqui,
D Bsysy |- 28,5053 — 83— s}s, — 5] — a2h? —AbY —4ade - 18abe —2Tck. (19)
En particular, siendo a=0, o sea, para el polinomio cibico incompleto,

resulta:
. D= —4b3—27c2,

lo cual esti en correspendencia con lo que se dijo en el § 38.

§ 55. Segunda demostracién del teorema fundamental
del algebra de los nimeros complejos

La demostracién del teorema fundamental, expuesta en el § 23,
se efectué de un modo no algebraico. Aqui queremos exponer otra
demostracion, en la que se emplea esencialmente el método alge-
braico. Asi, pues, se aplicari el ieorema fundamental de los
polinomios simétricos (§ 52), y también el teorema de la existen-
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cia de un campo de descomposicién para cualquier polinomio (§ 48).
Por otra parte, la parte no algebraica de la demostracién serd minima
vy se reducird a una afirmacién muy sencilla.

Obsérvese primero que en el § 23 se demostré el lema del
médulo del término superior de un polinomio. Suponiendo que los
coeficientes del polinomio f (x) son reales y poniendo k = 1, de
este lema obtenemos el siguiente corolario:

Para valores reales de x suficientemente grandes en valor absoluto,
el signo de un polinomio f (x) de coeficientes reales coincide con el
signo de su término superior.

De aqui se desprende el resultado siguiente:

Un polinomio de grado impar, de coeficientes reales, tiene por lo
menos una raiz real.

En efecto, sea

f(x)=agz" - ayx" - ... -1 a,,
donde todos los coeficientes son reales. Como n es impar, el término
superior ayx™, para valores positivos y negativos de x, tiene diferen-
les signos, por lo cual, como se ha demostrado mas arriba, para
valores positivos y negativos de x, suficientemente grandes en valor
absoluto, el polinomio f (z) también tiene signos distintos. Por
consiguiente, existen unos valores reales de por ejemplo, a y b,
tales que

(@) =<0, f(b)=0.

Sin embargo, por el curso de analisis se sabe, que el polinomio f (x)
(o sea, la funcién racional entera) es una funcién continua y, por
esto, en virtud de una de las principales propiedades de las funcio-
nes continuas, para ciertos valores reales de x comprendidos entre
ay b, f{xr) toma cualquier valor previamente asignado, intermedio
entre f (a) y f (b). n particular, existe un e, comprendido entre a y b,
tal que f (o) = 0.

Basindonos en este resultado, demostraremaos ahora la propesicion
siguiente;

Todo polinomio de coeficientes reales, de un gradoe arbitrario, tiene
por lo menos una raiz compleja.

Iin efecto, sea dado un polinomio f (z) de coeficientes reales y de
grado n — 2%, donde ¢ es un nimero impar. Como el caso k = 0 ya
se ha estudiado antes, supondremos que & = (), o sea, que » es un
namero par, y haremos la demostracion por induccion sobre f, supo-
niendo que nuestra afirmacién ya estd demostrada para todos los
polinomios de coeficienles reales, cuyos grados son divisibles por 241,
pero no son divisibles por 24*,

* Por consiguiente, estos grados pueden ser ineluso mayores que n.

23+
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Sea £ un campo de descomposicion del polinomio f (x) sobre
el campo de los niimeros complejos (véase el §4Y9) v sean oy, 2., . ..

., o, las raices de f (r) contenidas en el campo P. Tomemaos
un nimero real arbitrario ¢ ¥ consideremos los elementos del campo
P que son de la forma

Bry=eoueri 4 (o +y), i< f. (1)

Fvidentemente, el nimero de clementos {3;; es igual a

nin—1) 2y (kg _4) ——— =10
= BB _gtg (g — 1) =2y, 2
donde ¢' es un nimero impar.

Formemos ahora un polinomio g () del anillo P [z} que tenga
por raices Lodos estos elementos f;; y solo éstos:

e@=_I[ =B

Los coeficientes de este polinomio son polinomios simélricos ele-
mentales en f3;;. Por consiguiente, en virtud de (1), son polinomios
en oy, @, ..., &, de coeficientes reales (puesto que el nimero ¢
es real) y, ademas, son simétricos. En efecto, la trasposicion de
cualesquiera dos e, por ejemplo, de o, y o«;, implica solamente
una permutacién en el sistema de todas las f;;; cualquiera fy;, donde
jes distinto de & y de {, se convierte en fi;; ¥ viceversa, mientras
que fn; ¥ todas las f;;, parva i y j dilerentes de & y !, se quedan
en el sitio. Mas, los coeficienles del polinomio g (z) no varian al
permutar sus raices.

En virtud del teorema fundamental de los polinomios simé-
tricos, de aqui se deduce que los coelicientes del polinomio g (x)
son polinomios (de coeficientes reales) en los coeficientes del poli-
nomio dado f (z) vy, por esto, ellos mismos son nimeros reales.
El grado de este polinomio, igunal al nimero de las raices fi;;, en
virtud de (2), es divisible por 2" pero no lo es por 2% Por esto,
por la hipétesis de la induccién, al menos una de las raices f;; del
polinemio g (z) tiene que ser un nimero complejo.

Por lo tanto, cualquiera que sea el nimero real elegido e, se
puede indicar un par de indices i, j, donde 1 < i< n, 1 <j<n,
de modo que el elemento oy -+ ¢ (% + &;) sea un nimero com-
plejo; recordemos, que el campo P conliene al campo de los nime-
ros complejos como subcampo. Se entiende que, por lo general,
para otra eleccién del niimero ¢, a éste le va a corresponder en el
sentido indicado otro par de indices. Sin embargo, existe una infi-
nidad de nimeros reales ¢ distintos, mientras gque nosotros dis-
ponemos solamente de un nimero finito de pares i, j dislintes.
De aqui se deduce, que se pueden elegir dos nimeros reales distin-
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tos c¢; ¥ €y, €y 5 co, lales, que a éstos les corresponde un mismo
par de indices, para los cuales, los nimeros
oty - ¢y (o +ay) = a,

3)

oo 6p (o o) = b
son complejos.
De la igualdad (3), resulta:

(cr—ea) (o +aj)=a—10,

de donde se deduce que
23] ’l" 23] =£b_ |
L G 41
o sea, esta suma es un nimero complejo. De aqui, y si se quiere
de la primera de las igualdades (3), se deduce gue el producto ooy
también es un nimero complejo. Por lo tanto, resulta que los ele-
mentos o; y o son raices de la ecuacién cuadritica

a?— (o + ot5) &+ opoey =0,

de coelicienles complejos, por lo cual, como esto se deduce de la
férmula para la resolucién de la ecuacién cuadritica con coeficientes
complejos, obtenida en el § 38, ellos mismos tienen que ser nimeros
complejos. Por consiguiente, entre las raices del polinomio f (z)
hemos hallado incluso dos complejas, con lo cual queda demostrada
nuestra afirmacion.

Para demostrar por completo el teorema fundamental, queda
por considerar el caso de un polinomio de coeficientes complejos
arbitrarios. Sea

flx) =apx" a@™ - ... -an

un polinomio de este tipo. Consideremos el polinomio
f(I) kS ;u-z" _:_Elxn—l +van A Etf'm
obtenido de f(x) por sustitucién de todos los coeficicnles por sus
conjugados, y examinemos ¢l producto
F(2) == f (2) f(2) = bs2® 4 by 4. D™ L by,
donde, evidentemenlte,

b= > aay;, k=0,1,2, ..., 20
itj=h
Basindose en las propiedades de los niimeros complejos conjugados,
conocidas por el § 18, obtenemos que
o o
b= 2 aay= by,
dobe jash

o sea, todos los coeficienles del polinomio F (z) son nimeros reales.
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Como se ha demostrade mis arriba, de aqui se deduce que el
polinomio # (z) tiene por lo menos una raiz compleja p,

F(®)=1(B)f(B)=0,
o0 sea, o f(B)=0, o bien, f(B)=0. En ¢l primer caso, el teorema
queda demostrado. Si es que se cumple el segundo caso, o sea, si
EUf}" -+ a_iﬁh'"l i ;n "=0:

enlonces, sustituyendo todos los nliimeros que figuran agui por sus
conjugados (que, como ya sabemos, no infringe la igualdad),
obtenemos: z

f(E) = ﬂuﬁ“ -+ alﬁ"_l 4 Ay =0,

o sea, el nimero complejo f es raiz de f(z). La demostracion del
teorema fundamental se ha terminado.



CAPITULO XH

POLINOMIOS
DE COEFICIENTES RACIONALES

§ 36. Reducibilidad de los polinomios sobre el campo
de los ndmeros racionales

El tercer eampo numérico que, junto con los campos de niime-
ros reales y de nameros complejos tiene para nosotros un interés
wespecial, es el campo de los nimeros racionales; éste Jo designaremos
mediante B. Entre todos los campos numéricos éste es el mas pequeiio,
pues, como se demostrd en el § 43, el campo R esld contenido total-
mente en cnalquier campo numérico. Ahora nos va a inleresar el
problema de la reducibilidad de los polinoamios sobre el campo de
niameros racionales y, en el signienle parrafo, el problema de las
raices racionales (enteras o fraccionarias) de los polinomios de
coeficientes racionales. Subrayemos una vez mas, que éstos son
dos problemas distintos; por ejemplo, el polinomio

- 22t 1= (22 - 1)

es reducible sobre el campo de niimeros racionales, a pesar de que
no tiene ninguna raiz racional.

;Qué se puede decir de la reducibilidad de Ios polinomios
sobre ¢l campo R? Ante todo, obsérvese que, dado un polinomio
f {r) de coeficientes racionales gue no sean todos enteros, enlonges,
reduciendo éstos a un comun denominador y multiplicando f (z)
por este denominador, igual, por ejemplo, a %, resulta un polino-
mio kf () cuyos coeficientes son ya nameros enteres. Es evidente,
que los polinomios f (x) y &f (z) tienen raices iguales; por otra parle,
dstos son a la vez reducibles o irreducibles sobre el campo A.

Mas. por ahora, no tenemos derecho de limitarnos a estudiar
en adelante Jos polinomios de coeficientes enteros. En efecto, supon-
gamos que el polinomio g () de coeficientes enteros es reducible
sobre el campo de los nimeros racionales, o sea, que se descompone
en factores de menor grado de coeficientes racionales (en general,
fraccionarios). (Se deduce de esto que g (z) se descompone en fac-
tores de coeficientes enteros? En otras palabras, ipuede ocurrir
gque un polinomio de coeficientes enteros sea reducible sobre el
‘ampo de nidmeros racionales y sea irreducible sobre el anillo de
los niimerss enteros?
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La respuesta a eslas preguntas se puede obtener haciendo un
exiamen andlogo al que se hizo en el § 51. Llamemos primitive
al polinomio [ {x) de coeficienles enteros, si sus coelicientes son
primos enlre si, o sea, si no tienen divisores comunes distintos de

y —1. Cualguier polinemio ¢ (#) de coclicientes racionales se
puede tepresentar de un modo anico en forma de un producto de
una fraceién irredncible por un polinomio primitive:

@)= F{2) €

para eslo hay que sacar fuera de parénlesis el comun denominador
de todos los coeficientes del polinomio g (z), y después, los faclores
comunes de los numeradores de estos coeficientes; obsérvese que el
grado de f (z) es igual al grado de ¢ (2). La unicidad (salvo el signo)
de la representacion (1) se demuestra del modo siguiente. Sea

¢ (@) =11 () = g (a),

donde g(z) ez de nuevo un polim)mio primitivo. Entonces,
adf (x) = beg (x).

['or 1o tanto, ad y de se han obtenido sacando todos los factores
comunes de los coeficientes de un mismo pelinomio de coeficientes
enteros, por lo cual, pueden diferenciarse entre si solamentie en el
signo. De aqui se deduce, que los polinomios primitives f (z) v g (z)
también pueden diferenciarse entre si solamente en el signo.

Para los polinomios primitives de coeficientes enleros conserva
su valor eljlema de Gauss:

El producto de dos polinomios primitivos de coeficientes enteros
es un polinomio primitivo.

Iin efecto, sean dados los polinomios primitivos de coelicientes
enteros

flz)=aez" Faat—t ... Faar—tt ., ap,

gy =byx' b=t - ... Lbal-if . 4 b
vy sea
J(x) g () = epzhH L egah =1L bep b= epyy.

Si este preducto no es primilive, existe un niimero primo p que
es comiin divisor de todos los coeficientes ¢o, ¢y, - . ., €41 Como
no todos los coeficientes del polinomio primitivo f (z) pueden
dividirse por p, habri uno, sea éste a;, que serd el primero que no se
divide por p; del mismo modo, sea &; el primer coeficiente del poli-
nomio g (x) que no se divide por p. Multiplicando término a término
f (z) por g(z) y reuniendo los términos que contienen a zlh+H=(43,
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resulta:
Crvj=aby+ ar-sbjiy+ qimsbjia - b Qpabyey + @iiobyo -

El primer miembro de esta igualdad se divide por p. Por éste se
dividen también todos los términos del segunde miembro, menos
el primero; en efecto, en virtud de las condiciones impuestas a la
eleccion de i y j, todos los coeficientes a;—y, @;-2, . - ., ¥ también
bj_ty bj-2, - .., se dividen por p. De esto se deduce, que el pro-
ducto a;b; también se divide por p y, por esto, como p es un niimero-
primo, tiene que dividirse por p por lo menos uno de los coeficientes
a;, by, lo cual, sin embargo, no es cierto. Con esto queda terminada
la demostracién del lema.

Pasemos a responder a las preguntas que se hicieron mds arriba.
Supongamos que el polinomio g (x) de grado n, de coeficientes
enteros, es reducible sobre el campo de nimeros racionales:

g (z) =94 (x) 2 (2),

donde ¢y(x) ¥ @z(xr) son polinomios de coeficientes racionales
de grado menor que n. Enlonces,

@ ()= 5-fi(@), i=1, 2,

a . . - . . .
donde -bL es una fracecion irreducible, f;(z) es un polinomio pri-
13

mitivo. Por lo tanlo,
g (@) =32 11 (2) f2 (@)

EI primer miembro de esta igua]ﬁnd es un polinomio de coeficientes
enteros, por esto, el denominador b,6; del segundo miembro tiene
que simplificarse. Mas, por el lema de Gauss, el polinomio gue
figura entre corchetes es primitive, por Io tanto, cualquier factor
primo de b6, puede simplificarse solamente con cierto factor primo
de aya,, y como a; ¥y b; son primos entre si, i = 1, 2, el niimero a»
tiene que dividirse por by y el nlimero a,, por bs:

a,=ba;, a;=bya;.

2(2) = 410,11 (2) [ (2)-

Uniendo el coeficiente aja, a cualquiera de los factores f; (z), fu (z).
obtenemos la descomposicién del polinomio g () en factores de
menor grado de coeficientes enteros. Con esto, queda demostrado
el siguiente teorema:

Un polinomio de coeficientes enteros que es irreducible sobre el
anillo de los nimeros enteros, es irreducible también sobre el campo
de los niimeros racionales.

De aqui que
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Por fin, hemos obtenido ahora el derecho de limitarnos a estu-
diar las descomposiciones de los polinomios de coeficientes enteros
en faclores cuyos coeficientes también sean enteros, en las cuestio-
nes relacionadas con la irreducibilidad de los polinomios sobre el
campo de nimeros racionales.

Ya sabemos que sobre el campo de los nimeros complejos, es
reducible todo polinomio cuyo grado sea mayor que la unidad, y sobre
el campo de los numeros reales, todo polinomio (de coeficienles
reales) cuyo grado sea mayor que dos. Otra cosa ocurre en el caso
del campo de los nimeros racionales: para cualquier n se puede
indicar un polinomio de n-ésimo grado de coeficientes racionales
(e incluso enteros) que es irreducible sobre el campo de los niimeros
racionales. La demostracion de esta afirmacion e basa en el siguiente
criterio suficiente de irreducibilidad de wun polinomio sobre el
campo 1, denominado eriterio de Eisenstein:

Sea dado un polinomio

f(2)=az" -+ aya™~1 - . .. - @pyT -+ ap,

de coeficientes enteros. Si, al menos de un modo, se puede elegir
un numero primo p que satisfaga a las condiciones siguientes:

1) el coeficiente superior a, no es divisible por p,

2) todos los demds coeficientes son divisibles por p,

3) el término independiente, siendo divisible por p, no es divisible
por p*, entonces el polinomio f (¥) es irreducible sobre el campo de
los nameros racionales.

En efecto, si el polinomio f (z) es reducible sobre el campo R,
entonces se descompone en dos factores de menor grado de coefi-
cientes enteros:

f(z)= (b,,:.-;“I;_ Dyah—t o oL by (et |- et =t . L Fe),

donde k<-n, l<-n, k--l=n. Identificando los coeficientes de
ambos miembros de esta igualdad, obtenemos:

iy = bllch

@ny = bypei—g + bper,

@nop = byey_p | by_yCiy | bpaer, )
g = bgeg.

De la primera de las igualdades (2) se deduce que, como a, es
divisible por p y el nimero p es primo, uno de los factores by, ¢;
tiene que ser divisible por p. Ambos no pueden ser divisibles por p,
puesto que, por la hipédtesis, a, no es divisible por p*. Supongamos,
por ejemplo, que by es divisible por p y, por lo tanto, ¢; es primo
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con p. Examinemos alora la segunda de las igualdades (2). Su pri-
mer miembro, y también el primer término del segundo miembro,
son divisibles por p, por lo cual, el producto b,_c; también es
divisible por p; pero como ¢; no es divisible por p, tiene que ser
divisible por p el niimero b, _;. De un modo semejante, de la tercera
de las igualdades (2), resulta que by,_a es divisible por p, etc. Por
fin, de la (k - 1)-ésima igualdad resultard que b, es divisible por p;
pero entonces, de la Gltima de las igualdades (2) se deduce que a,
es divisible por p, lo enal contradice a la hipbtesis.

Para cualquer n es muy ficil escribir polinomios de coeficientes
enteros de n-ésimo grado que satisfagan a las condiciones del
crilerio de Eisenstein y, por lo tanto, que sean irreducibles sobre
¢l campo de los nimeros racionales. Tal es, por ejemplo, el polino-
mio x" —— 2; a éste es aplicable el criterio de Eisenstein para p = 2.

Il criterio de LEisenstein es solamente una condicién suficiente
de irreducibilidad sobre ¢l campo R, pero no es una condicién nece-
saria: puede ocurrir (ue, para un polinomio dado f (z), no se pueda
elegir un nimero primo p, de modo que se cumplan las condiciones
del crilerio de Lisenstein, siendo el polinomio reducible como, por
ejemplo, z* — bx - 6, o irreducible, como z* - 1. Ademds del
criterioc de Eisenstein existen muchos mas criterios suficientes
distintos de irreducibilidad de los polinomios sobre el campo R que,
por cierto, son menos importantes. Existe también un método que
pertenece a Kronecker, que permite responder para cualquier
polinomio de coeficienles enteros si éste es reducible o no lo es
sobre el campo R. Mas, este método es muy complicado y casi no
tiene aplicacion prictica.

Ejemplo, Examinemos el polinomio

ip (=)= e

xr—|

donde p es un nimero primo. Son raices de este polinomio las raices p-ésimas de
la unidad, distintas de la unidad misma; como estas raices, junto con la unidad,
dividen al circulo unidad del campo complejo en p partes iguales, ¢l polinomio
fp(x) se llama polinomio de divisién del cireulo.

A este polinomio no se le puede aplicar directamente el criterio de Eisens-
tein. Mas,l hagamos una sustitucién do la indeterminada, poniendo z = y
—1. Resulta:

gl gp-2 4 | x.e,

Ly —
LW=/p @+ ____({ng_Il)’_ll =

= % [g.r‘_i pyi—1 I._E.(_gl:.ﬂ_. yh-2 e PI.‘:I =

e

— it~ pyP=2 |- L’:T.u yr-1

Los coeficientes de polinomio g () son los niimeros binomiales y, por esto, todos,
menos el superior, son divisibles por p; el término independiente no es divisible
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por p2. Por lo tanto, segin el eriterio de Eisenstein el polinomio g (y) es irre-
dueible sobre el campo #. De aqui se deduce la (rreducihifidad sobre el cam-
po £t del polinomio de division del circulo f, (). En cfecto, si

o (@)= (@) (),
gy=9@-+O¥y--1.

§ 57. Raices racionales de los polinomios
de coeficientes enteros

entonces

Mis arriba se seialdé, que el problema de la descomposicion
de un polinomio dado en factores irreducibles sobre el campo de los
nimeros racionales no tiene practicamente una solucién mis o menos
satisfactoria. Pero un caso particular de este problema, referente
a la separacion de los factores lineales de un polinomio de coeli-
cientes racionales, o sea, a la averignacién de sus raices racionales,
es muy elemental y se resuelve sin recurrir a cilculos complicados,
Es comprensible que, con el problema de Ja averignacion de las
raices racionales de los polinomios de coeficientes racionales no se
agota de ningin modo el problema general de las raices reales de
estos polinomios, es decir, que los métodos y resultados expuestos
en el capitulo noveno conservan también enleramente su valor para
los polinomios de coeficientes racionales.

Empezando a resolver el problema de la averiguacion de las
raices racionales de los polinomios de coeficientes racionales, sena-
lemos gque, como se habia indicado en el parrafo anterior, podemos
limitarnos a estudiar solamente los polinomios de coeficientes
enteros; ademds, se van a examinar por separado los casos de raices
enteras v de raices fraccionarias,

Si el niimero entero o es raiz del polinomio f (x) de coeficientes
enteros, o es divisor del término independiente de este polinomio.

En efecto, sea

flay=gx"4-aqax™1 | ... +a,.
Dividamos f(z) por z—e:
f@)=(z—a) (ban=! 4 bz"—2 - . . by y).

Efectuande la divisibn por el métode de Horner, expuesto en
el § 22, obtenemos que todos los coeficientes del cociente, incluyendo
también b,_, son niumeros enteros, y como

= —ab,y=a(—"0),
nuestra proposicién queda demostrada *.

* Seria erréneo demostrar este teorema alegando al hecho de que el térmi-
no independiente a, es el producto (salvo el signo) de todas las raices del poli-
nomio f (z), pues, entre éstas puede haber también [raccionarias, irracionales
y complejas, debido a ;0 cual, no se puede afirmar por anticipado que el pro-
ducto de todas estas raices, a excepcion de e, es un nimero entero.
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Por lo tanto, si un polinomio f (z) de coeficientes enteros tiene
raices enteras, éstas se hallan entre los divisores del {érmino inde-
pendiente. Por consiguiente, se deben ensayar todos los divisores
posibles del término independiente, tanto los positivos como los
negativos; si ninguno de éstos es raiz del polinomio, este Gltimo
carece en general de raices.

Puede ocurrir que el ensayo de todos los divisores del término
independiente sea muy engorroso, incluso cuando los valores del
polinomio se calculen por el método de Horner en vez de sustituir
directamente cada uno de los divisores en lugar de la indeterminada.
Las observaciones que se hacen a continuacién permiten simplificar
un poco estos cilcules. Como 1 v —1 siempre son divisores del
término independiente, se calculan en primer lugar 7 (1) y f (—1),
lo enal no ofrece dificultad alguna. Si, luego, el niimero entero o

es raiz de f (z):
fz)=(z—a)q (=),

como se indicd mds arriba, todos los coelicientes del cociente
4 (r} son nimeros enteres y, por esto, los cecientes
i (1) (=1
0o —qy, L = —g(—1)
tienen que ser niimeros enteros. Por lo tanto, solamente tienen que
ensayarse los divisores c del término independiente (distintos de 1 y —1)
I(l) (=1

para los cuales cada uno de los cocientes —— v T € un niimero

entero.
Ejmplos. 1. Hallar las raices enteras del polinomio
fla)=x3—=222—7z—B.
Los divisores del término mdepcndlenta gon: -+1, =2, -3, -+6. Como

f (1) = —8, f {(—1) = —8, los nimeros 1 y —1 no son raices. Por otra parte,
108 numoms

—8 —3§ —B —8

Z91 ' —2—1'6—1 ' —6—1
son fraccionaries, por lo cual, los divisores 2, —2, 6, —06 tienen que ser dese-
chados, mientras que los nitmeros

—8 —8 —3 —8

3—1 " 351 =3—1" —3+1
son enteres, ¥ por esto, los diviseres 3 ¥ —3 tienen que ser ensayados.
Apliguemos el método de Ilorner:

1—2—1{—§
—3{1—=5 14—48"
o sea, f{—3)=—48 y, por esto, —3 no es raiz de f(z). Finalmente,

—2—1—6
31 1 2 07
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o sea, f{3)--0: ¢l mimero 3 es raiz de f{r). A la vez, hemos hallado los
coeficientes del cociente de la division de f{r) por v —3;
fley={(x—3) {2 .2 = 2),

Ficilmente se observa que el nimero 3 no es raiz del cociente z* . r 2,
o0 sei, este nimere no es raiz multiple de f ().

2. Hallar las raices enteras del polinomio

flzy =3zt 43 —5s2— 2y 2,
Aqui, los divisores del términoe independiente som: —1 v =2, Por otra

parte, f (1) - —1. f (—1) = 1, 0 sea, 1 ¥y —1 no son raices. Finalmente, como
0s nlmeros

son fraceionavios, los niimeros 2 y —2 tamporo serin raices, por lo enal, el poli-
nomio f {x) carcce de raices enleras.

Examinemos el problema de las raices fraccionarias.

Si un polinomio de coeficientes enteros, cuyo coeficiente superior
es igual a la unidad, tiene una raiz racional, ésta es un nimero entero.

Iin efeclo, supongamos que la fraccion irreducible T: es raiz del

polinomio

flny=z" Laz-Lac" 2 | ... a,
de coeficientes enteros, o sea, que

o hr—1 L=z

vl iy e __“2—r:“_2 4 Sy =0.

De aqui, resulta la igualdad
b
:—‘ e — bt — g — . —acn
es decir, que una fraccién irreducible es igual a un nimero entero,
lo cual es imposible.

Para obtener todas las raices racionales (enteras o fraccionariasy

de un polinomio de coeficienles enteros
J (@)= apa" + 3"t - apa™E 4 L T T @
hay que hallar todas las raices enteras del polinomio
G(y) =y aynt aguay™ T bl e ey o af ey
y dividirlas por a,.

En efecto, multipliquemos f(z) por ea;—', y hagamos después
la sustitucién de la indeterminada poniendo y = ayz. Fvidentle-
mente,

¢ (¥) =@ (eu) = @} '] (+)-
De aqui se deduce, que las raices del polinomio f () son iguales
a las_raices del polinomio ¢ (y), divididas por a,. En particular,
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a las raices racionales de f (zr) corresponderdn raices racionales
de ¢ (y); pero, como el coeficiente superior de ¢ (y) es igual a la
unidad, estas raices solo pueden ser enteras, v ya tenemos un método
para buscarlas.
Ejemplo. Hallar las raises racionales del polinomio
flx)- 3z 52 |- 22 Dx—2,
Multiplicando f({z) por 3% y poniendo y--3z, obtenemos:
Gy —yt Oy 3yt | Aby— 54,
Bugeamos las raices enleras del polinomio ¢ (y).
Por el método de 1orner, hallamos ¢ (1):
15345 —54
1169504 0
Por la tanto, @ (1) -0, o sea, | es una raiz de ¢ (y), siendo
Gl —=ly—"1q ),

glyy ¥% | ty? | 9y G4

dinule

Hallemos las |.n(,(.': (‘II'.I‘I'(J.‘! del polinomio g (y). Los divisores del término
independiente son: -1, o+ 2, 23, =6, =9, 18, 227, = 5. Aqui

g {1y =70, g{—1)=>50.

Caleulando (”l ¥ A Il) para cada divisor de o, se observa, gue se
tienen gue d(.se(.har todos los divisores menos o — —0. Ensayamos esle
divisor:

16954

1oy 0’
Por lo tanto, g {—6) — 0, o sea, —B es raiz de ¢ (y )} ¥, por esto, de [J)

ror cmv-lgmonte ol |mlmumm @ {y) tiene las raices enteras 1 y —G. Asi,

las raices racionales del polinomio f (z) son los numem:s-.jr y —2, yzilo éstos.

I's menester subrayar una vez mas, que los métodos expuestos
anleriormente solamente se pueden aplicar a los polinomios de
coeflicienles enteros y sélo para hallar sus raices racionales.

§ 58. Los nameros algebraicos

Todo polinomio de grado n de coelicientes racionales tienc n
raices en ¢l campo de los nimeros complejos, algunas de las cuales
(e incluso todas) pueden estar fuera del campo de los nameros
racionales. Mas, no cualquier nimero real o complejo es raiz de
algn polinomio de coeficientes racionales. Los niimeros complejos
(y, en particular, los niimeros reales) que son raices de tales polino-
mios, se llaman nimeros algebraicos, en contraposicion a los nlimeros
trascendentes. 1inlre los numeros algebraicos figuran los nfdmeros
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racionales, como raices de los polinomios de primer grado de coefi-
cientes racionales, y también cualquier radical de la forma {7a,
siendo el subradical @ un nimero racional, pues es raiz del binomio
z"® — a, Por olra parte, en los curses completos de anélisis mate-
mitico se demuestra que es Llrascendente el nimero e, base del
sistema de los logarilmos naturales, ¥ también el nimere m, bien
conocido en la geometria elemental.

Si el nimero o es algebraico, ésle serd incluso raiz de un poli-
nomio de coeficienles enteros y, por eslo, sera raiz de uno de los
divisores irreducibles de este polinomio, que también es de coefi-
cientes enteros. El polinomio irreducible de coeficientes enteros que
tiene por raiz al nidmero o se delermina univocamente, salvo un factor
constante, o sea, de un modo inico en absoluto, si se exige gue los coefi-
cienles de este polinomio sean primos entre si (es decir, que el polinomio
sea primitivo). En efecto, si o es una raiz de dos polinomios irre-
ducibles f (z) ¥ g (x), el miximo comin divisor de éstos tiene que
ser distinto de la unidad, por lo cual, en virtud de su irreducibilidad,
estos polinomios pueden diferenciarse enire si solamente en un
factor de grado cero.

Los nimeros algebraicos que son raices de un mismo polinomio
irreducible (sobre el campo R), se llaman conjugados entre si*.
Por consiguiente, todo el conjunte de nimeros algebraicos se des-
compone en clases finitas disjuntas de nimeros conjugados entre si.
Todo nimero racional, como raiz de un polinomio de primer grado,
no tiene nimeros conjugados distintos de si mismo, siendo ésta una
caracteristica de los nimeros racionales. IEn efecto, todo nimero
algebraico que no sea racional sera raiz de un polinomio irreducible
de grado mayor que la unidad, por lo cual, tendri algin conjugado
distinto de si mismo.

Bl conjunto de todos los nimeros algebraicos es un subcampo del
campo de los nimeros complejos. En otras palabras, la suma, dife-
rencia, producto y cociente de niimeros algebraicos son también nimeros
algebraicos.

En efecto, supongamos que se han dado los nimeros algebraicos
o y B. Designemos mediante oty = o, ®a, . .., ¢, todos los nimeros
conjugados con «; mediante B; = B, fa, . . ., P., todos los niimeros
conjugados con B; mediante f (x) y g (z), los polinomios irreducibles
de coeficientes racionales que tienen por raices los nimeros « y f,
respectivamente. Escribamos un polinomio cuyas raices sean todas
las sumas posibles a; - B;; éste es

¢(@)=[] ] (z—(ou+BI.
=1 j=1

* No se dobe confundir este concepto con el de nimeros complejos con-
jugados.
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Evidentemente, los coeficientes de este polinomio no varian al
permutar entre si todas las «;, y también al permutar entre si todas
las ;. Por consiguiente, segin el teorema de los polinomios que
son simétricos con respecto a dos sistemas de indeterminadas (véase
el final del § 53), estos coeficientes son polinomios en los coeficientes
de los polinomios f (z) vy g (). En otras palabras, resulta que los
coeficientes del polinomio ¢ (z) son nimeros racionales, por lo cual,
el niimero o - f = oy - By, al ser una de sus raices, es un niimero
algebraico.
Del mismo modo, mediante los polinomios

¥ (2) = {1"1 ] 12— (e — B

=1 j=1

g 5
2@ =1 ][ &—=b))
=1 je=1
se demuestra que los nimeros o — B vy ap son algebraicos.

Para demostrar que el cociente de dos ntimeros algebraicos es
un namero algebraico, es suficiente demostrar que, si el nimero «
es algebraico y distinto de cero, entonces, el nimero a~' también
lo es. Sea a raiz del polinomio

f (T) = aﬂxn - aixn_l R I E i o P
de coeficientes racionales. Entonces, evidentemente, el polinomio
g(x) =anz" + ap 2" 4. . L @z a,

que también es de coeficienles racionales, tiene la raiz «=!, como
s¢ queria demostrar.

Del teorema que acabamos de demostrar se deduce, que cualquier
suma de un nimero racional y un radical, por ejemplo, 1 4+ ‘[‘/Z
vy también cualquier suma de radicales, por ejemplo, V'3 - {5,
son nimeros algebraicos. Mas, por ahora, no podemos alirmar que
son algebraicos los nimeros que se escriben en forma de radicales

«de dos pisos», por ejemplo, ]/ 1.1 V2. Estose va a deducir sola-
mente del siguiente teorema:
Si el nidmero  es raiz del polinomio

gl)y=a"+ar" LB L ha e
cuyos coeficientes son niimeros algebraicos, entonces, © es también un
milmero algebraico.

Supongamos que o;, Bj;, ..., Ay, p; toman todos los valores
conjugados con los namerose, B, . . ., &, u, siendoo, —a, B, =B, . ..
-+« kb =k, gy = p. Consideremos todos los polinomios posibles

24—252
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de la forma:
B a (=T @™ B L A s
de modo que ¢,  (¥)=q(2), v tomemos el producto de

todos estos polinomios:

F{"C}= l[ q.:llj:'___lg':(‘v)'

LI S

Evidentemente, los coeficientes del polinomio £ (x) son simélricos
con respecto a cada uno de los sistemas e, B, ..., A; Wy, por lo
cual, (de nuevo en virtud del teorema del § 53), éstos son polino-
mios en los coeficienles de aquellos polinomios irreducibles (de
coeficientes racionales) cuyas raices son o, B, . . ., A, p, respecliva-
mente, o sea, ellos mismos son nimeros racionales. Por consiguiente,
el numero o, siendo raiz de ¢ (x), es también raiz del polinomio
F (x) de coeficientes racionales, es decir, es un nimero algebraico.

Apliquemos este teorema al niimero o = ]/-1 + V2. En virtud

del teorema anterior, el nimero & — 1 - }/2 es algebraico y, por
eslo, ¢l nfiimero o es raiz del polinomio z* — «, de coeficientes
algebraicos, o sea, el mismo es algebraico. En general, reiterando
los dos teoremas que acabamos de demoslrar, el leclor oblendri
sin dificultad alguna el siguiente resultado:

Todo niimero que se expresa por radicales sobre el campo de nimeros
racionales (es decir, que se expresa por una combinacién de radicales,
lo mds complicada que sea, y en el caso general, por radicales wde
muchos pisosy), es un nimero algebraico.

Evidentemenle, los nimeros algebraicos que se expresan por
radicales forman un campo. Pero hay que tener presente que, como
esto se deduce de la observacion gue se hizo (sin demosiracion) al
final del § 38, éste es solamente una parte del campo de todos los
nimeros algebraicos.

Antes ya se habia seiialado que los nlimeros e y o1 son trascendentes, Pero,
en la realidad, hay una infinidad de nlimeros trascendentes, Ademis, aplicando
los conceptos y métodos de la teoria de los conjuntos, demostraremos que, en
cierto sentido, hay mds nimeros trascendentes que algebraicos; el significado
exacto de esta expresion quedari claro a continuacion.

Un conjunto infinito M se llama numerable, si éste puede ponerse en corres-
pondencia biunivoca con el conjunto de los miimeros naturales, o sea, si sus ele-
mentos se pueden numerar mediante los nimeros naturales, y no numerable,
en caso contrario.

Lema 1. Todo conjunto infinito M contiene un subconjunto numerable,

En efecto, tomemos en M un elemento arbitrario a;. Elijamos después un
elemento a,, distinto de ay. En general, supongamos que ya se han elegido n ele-
mentos distintos en M: ay, @z, ... @,. Como el conjunto M es infinito, éste no
puede agotarse con los elementos elegidos, por lo cual, se puede indicar otro
elemento a, 4y, distinto de éstos. Continuando este proceso, hallaremos en M un
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subconjunto ‘infinite formade por los elementos
@y Bay wvey Upy oo}

es evidente gue este suhconjunto es numerable.

Lema 2. Todo subcopjunlo infinile B de un conjunto numerable 4,
es numerable,

Como el conjunto A4 es numerable, éste se puede escribir en la forma:

Ay flay vouy gy ons 1)
Sea ay, el primer elemento de Ja sucesion (1) perteneciente a B; 20a ay, el segundo
elemento que tiene la misma propiedad, ete. Poniendo ay,, = b, n = 1, 2,
obtenemos que los clementos del subconjunto B forman una sucesion,

P

By bay oony by ooy

o spa, este subconjunlo es numerable,

Lema 3. La unién de un conjunto numerable de conjuntor finitos que
no tienen elementos comunes, €3 Un conjunto nume rable.

En cfeclo, sean dados los conjuntos [initos

Sy gy e

v sea & la inidn de ellos. Estd elam que quedan numerados todos los elementos
el conjunto £, si de un modo arbitrario se numeran los elementos del conjunto
finito Ay, y después se continiia esta mumeracion pasaundo a considerar los cle-
mentos del conjunte A5, ete.

Lema 4. La unidn de dos conjunlos numerables que no tienen elementos
comunes, es un confunto numerable.

Sean dados los conjuntos numerables A con los elementos

figy Hoy wevy fMpgooes
v 17 con los elemenlos
Iyy Bay woey Bny vnn
y sea € la unidn de estos conjuntos. Si se pono
o Cop_ s V= Cona F=adi 8 vy

todos los elementos del conjunto ¢ quedarin representados en forma de la
sucesion

Cyy €31 wunn Conoty Cany = e
lo que demuestra que este conjunto es numerable.
Demostremos ahora el siguiente teorema:
El conjunto de todos los nimereos algebraicos es numerable.
Demostremos previamente que es numerable el conjunto de todos los polino-
mios en wne {ndeferminada e coeficientes enteros. Si
f(x) == agz™-|-agah—1 1
es un polinomio de éstos, distinto de cero, llamaremos altura del polinomio
al nimero natural

L T CR

hp==p-l-lag|i |ay| - “lap_y |- -lan |
Hs evidente, que existe solamente un nimere finito de polinomios de coeficien-
tes enteros de una altura dada 4; designemos este conjunto mediante My, Desig-
nemos también con M, el conjunto formado por el cero solamenie. EL conjunto
e todos los polinomios de coeficientes enteros es la union del conjunte numera-
Me de los conjuntos finitos Mq, My, Mz, .oy My, ..., 0 sea, en virtad del lema 3,
€2 numerable.

2
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De aqui, por el lema 2, se deduce que el conjunto de todos los polinomios
primitives (rreducidles oe coeficientes enteros ftambién es numerable. Par otra
parte, ya sabemos que todo ntimero algebraico es raiz de un polinomio primitive
irreducible de coeficientes enteros y solamenle de uno. Por consiguiente, reu-
niendo las raices de todos los polinomios de este tipo, o sea, tomando la unidn
do un conjunto nmerable de conjuntos finitos, obtenemos el conjunto de todos
los nimeros algebraicos; por lo tanto, en virtud del lema 3, este conjunto es
numerable.

Finalmente, demostremos el teorema:

E!l conjunto de todos los nimeros frascendentes no es numerable,

Examinemos primero el conjunto F de todos los nimeros reales z, situados
entre el cero y la unidad, 0 = z = 1, y demostremos que este conjunto no ex
numerable. BEs sabido, que cada uno de los niimeros indicados z se puede expre-
sar en forma de una fraccién deeimal propia infinita

a=0, ct4lin ... Gy +os

Y que esta expresidn es Gnica, si no se permiten fracciones en las que, para todos
0s n, empezando desde cierto n = N, todos los a,, = 9 reciprocamente, cual-
quier fraccidn de Ia forma indicada es igual a cierto nimero z de este conjunto
F. Supongamos ahora que el conjunlo # es numerable, o sea, gue todos los
nimeros x se pueden escribir en forma de una sucesion

Tyy Tgy vvny Thy oot (2)
Sea
zp -0, Qg Cpy - Gy oo

la expresién del nimero z; en forma de fraccion decimal infinita. Escribamos
ahora una fraccion decimal infinita

Oy Bl s Buss 3)

de modo que la cifra f; sea distinta de la primera cifra decimal de la fraccion
Zqy 0 sea, Py == oy, que la cifra B; sea distinta de la segunda cifra decimal de
Ia fraccion x,, o sea, fiz == &39, ¥, on general, que [1 £ thyn. Supongamos ade-
mds que entre las cifras B, hay una infinidad de ellas, distintas de la cifra 9,
Iistd claro que existe una fraccion (3) que satisface a todas estas condiciones.
Por consiguiente, ésta es un namero del conjunto F y, por la construccion misma,
es distinta de todos los nimeros de la sucesion (2). Esta contradiccion muestra
gue el conjunto F no es numerable.

De aqui se deduce, que el conjunto de todos los mimeros complejos no es
numerable, pues, en caso contrario, en virtud del lema 2, éste no podria conte-
ner el subconjuntp no numerable F. En virtud del lema 4, ps evidente shora que
no es numerable ol conjunto de todos los niimeros trascendentes, pues, la unién
de este conjunto con el conjunto numerable de todos los niimeros algebraicos es
¢l conjunto de tedos los nimeros complejos, o sea, no es numerable.

En virtud del lema 1, los dos teoremas que hemos demostrado muestran que,
en la realidad, el conjunto de los niimeros trascendentes es mis rico en elemon-
tos, 0 sea, es mds epotentes que el conjunto de [os nimeros aigebraicos.



CAPITULO XIII
FORMA NORMAL DE UNA MATRIZ

§ 59. Equivalencia de las j-malrices

Aqui volvemos a examinar olra vez algunas cuestiones relaciona-
das con el dlgebra lineal. Al estudiar el capitulo 7, el lector ya se
habra convencido del papel importante gue desempeina el concepto
de semejanza de las matrices. Precisando, dos matrices cuadradas
de orden n son semejantes cuando, y sélo cuando, determinan (en
bases diversas) una misma transformacién lineal del espacio lineal
de n dimensiones. Sin embargo, por ahora, no sabemos contestar
a la pregunta, si son semejantes o no dos matrices determinadas.
Por otra parte, no sabemos hallar, por ahora, entre Lodas las matri-
ces semejantes a la matriz dada A, la que, en tal o cual sentido,
tiene la forma mas simple; incluso la cuestion sobre las condiciones
para que una matriz 4 sea semejante a una matriz diagonal, fue
estudiada en el § 33 solamenle para un caso particular. Precisamente
estas cuestiones se van a estudiar en el presente capitulo, y ademds,
para el caso de un campo fundamental P arbitrario.

Ocupémonos primero del estudic de las matrices cuadradas de
orden n, cuyos elementos son polinomios de grados arbitrarios en
una indeterminada % con coeficientes del campo P. Tales matrices
so llaman matrices polinomiales o, abreviadamente, A-matrices. Es un
cjemplo de A-matriz la matriz caracteristica A — AE de una matriz
cuadrada arbitraria A con elementos del campo P; en la diagonal
principal de esta matriz figuran polinomios de primer grado; fuera
de la diagonal principal, polinomios de grado cero o ceros. Cualquier
matriz con elementos del campo P (para abreviar, a tales matrices
las llamaremos numéricas) también serd un caso particular de
las A-matrices: sus elementos son polinomios de grado cero, o son
iguales a cero.

Sea dada una A-matriz

ay (A) ... ay (A)
11 (Au) =

auy (X)) ... @nn (M)
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Llamemos transformaciones elementales de esta matriz a las transfor-
maciones de los coatro tipos signientes:

1) multiplicacion de enalquier fila e la matriz A (X) por cual-
quier namero a del campo P, distinto de cero;

2y multiplicacion de cualquier eolumna de la malriz 4 (3) por
cualquier nitmero o del campo £, distinto de cero;

3 agregacion a cualguicer i-ésima fila de la matriz A () una
j-ésima filao cualquiera, j== i, y ademds, multiplicada por cual-
(quier polinomio ¢ (&) del anitlo 2 {Z1;

4) wu-q.uriﬁn a cualquier i-ésima columna de la matriz 4 (i)
una f-esima columna cualquiera, j=%=i, ¥ ademds, muoltiplicada por
cualquier polinomio ¢ (&) del anillo 7 [2].

Pacilmente se observa que, pare cada una de tas transformaciones
elementales de wna h-matriz, existe la transformacién inversa, que
también ey elemental. Asi, pues, para la transformacion 1), la inversa
es fa tramsformacion elemental que consiste en multiplicar la misma
fila por el ndmero a™!, que existe en virtud de la condicion o == (;
para la transformacion 3), la inversa es la lransformacion que con-
siste en agregar a la i-ésima fila la j-fsima fila, muliplicada por
—i (1)

Ffectnande wnas cuantas trapsformaciones elementales en una
matriz A (1), se pueden permutar dos filas o dos columnas cualesquiera.

sSupongamos, por ejemplo, que se necesita permutar la i-ésima
¥ la j~ésima filas de la matriz A (2). Como muestra el esquema que
signe, esto se realiza efectnando euatro transformaciones elemen

I G B A ]

Agui se ejecularon las signienles transformaciones: a) a la i-ésima
fila se le agregé la j-ésima; b) de la j-ésima fila se resto la nueva
i-ésima; ¢) a la nueva i-ésima [ila se le agregd la nueva j-Gésima;
d) la nueva j-ésima fila se multiplicd por —1.

Diremaes que las A-matrices 4 (&) y B (1) son equivalenles, lo cual
escribiremos con la notacidon A (M) ~ B (K), si se puede pasar de
la matriz A (&) a la matriz I (A) efectuando un mimero finito de
transformaciones elementales. Es evidenle que esta relacién de
equivalencia es reflexiva, transitiva ¥ también simétrica, en virtud
de la existencia de la transformacion elemental inversa para cual-
quier transformacion elemental. En otras palabras, fedas las h-matri-
ces cuadradas de orden n sobre el campo P se descomponen en clases
disjuntas de matrices equivalenles.

Nuestro objetive proximo consiste en buscar, entre todas las
A-malrices equivalentes a una matriz dada A (L), una matriz que sea
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Io més simple posible. Para esto, introduciremos el conceplo siguien-
te. Se llama A-matriz candrnica a una A-malriz que posea las tres
propiedades siguientes:

a) esta matriz es diagonal, o sea, tiene la forma siguiente

€y {}.} 0
ez (M) “
: )

0 e ()

b) cualquier polinomio e¢; (L}, i = 2, 3, ..., n, es divisible
por el polinomio e;-y (A);

¢) el coelicientle superior de cada polinomio e; (&), i 1,2, ...
... n,esigual a la unidad, si el polinomio es distinto de cero.

Obsérvese que, =i entre los polinomios e; (1) gue figuran en la
diagonal principal de la A-malriz candénica (1), hay algunos iguales
a cero, enlonces, en virtud de la propiedad b), éslos inevitablemente
ocupan los ultimos sitios en la diagonal principal. Por olra parte,
si entre los polinomios e; (&) hay algunos de grado cero, entonces,
segin la propiedad c¢), éstos son todos iguales a 1 y, en virtud de la
propiedad b), ocupan los primeros sitios en la diagonal principal
de la matriz (1).

En particular, algunas matrices numéricas, como la matriz
unidad y la matriz cero, son también A-matrices candnicas.

Toda )-malriz es equivalente a una h-matriz cendnica, o sea, en
olras palabras, mediante transformaciones elementales se reduce a la
forma candnica.

Demostraremos este teorema por induccion sobre el orden n de
las A-matrices consideradas. En efecto, para n - 1, se tiene:

AR =@®).

Si e () = 0, nuestra malriz ya es canonica. Si a (1) =% 0, es suli-
ciente dividir el polinomio a (L) por su coeliciente superior —esto
es una transformacion elemental de la matriz — y oblenemos una
matriz canonica.

Supongamos que el leorema ya esta demostrado para las A-matri-
ces de orden » — 1. Examinemos una A-matriz arbitraria A4 (L)
de orden n. Si ésta es igual a cero, entonces ya es candnica y no hay
nada que demostrar. Por esto, supondremos que entre los elementos
de la malriz A () hay algunos distintos de cero.

Cambiando las filas de la matriz A (L) por columnas, si esto
fuese necesario, se puede trasladar al Angulo superior de la izquierda
uno de sus elementos distinto de cero. Por lo tanto, entre las A-matri-
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ces que son equivalentes a la matriz 4 (A), hay algunas en cuyos
dngulos superiores de la izquierda figuran polinomios distintos
de cero. Consideremos todas estas matrices. Los polinomios que
figuran en el dngulo superior de la izguierda de estas matrices pueden
tener grado distinto. Pero el grado de un polinomio es un nimero
natural, y en cualquier conjunto de nimeros naturales, no vacio.
exisle el nimero menor. Por consiguiente, entre todas las L-matrices
que son equivalentes a la matriz A (L) y que tienen en el dngulo
superior de la izquierda un elemento distinto de cero, se puede hallar
una tal, que el polinomio que figure en dicho dngulo tenga el menor
grado posible. Finalmente, dividiendo la primera fila de esta
matriz por el coeficiente superior del polinomio indicado, ohtenemos
una A-matriz equivalente a la matriz A (A),

ey (A) bia(A) - .. bia (1)

A U"} e ‘{}2! (;“} 022 {;\") e (J::u [i:l ,

Bas (A} Bra (B - . B (2)

en la que ¢ (h) == 0, el coeficiente superior de este polinomio es
igual a 1 y con ninguna combinacién de transformaciones elementales
s¢ puede pasar de Ia matriz obtenida a una matriz en cuyo angulo
superior de la izquierda figure un polinomio de grado menor, distinto
de cero.

Demostremos que todos los elementos de la primera fila y de la
primera columna de la matriz obtenida son divisibles por ¢; (L). Supon-
gamos, por ejemplo, que, para 2-j<In,

byj (A) = ey(R) g (B} -1 (2),

donde el grado de r (X) es menor que el grado de e (&), si r (L) es
diferente de cero. Entonces, restando de la j-ésima columna de
nuestra matriz su primera columna, multiplicada por g (A), v per-
mutando después la primera y j-ésima columnas, llegaremos a obte-
ner una matriz equivalente a la matriz A (A), en euyo angulo supe-
rior de la izquierda figurari el polinomio r (L), o sea, un polinomio
de grado menor que e, (1), lo cual contradice a la eleccion de este
polinomio. De aqui se deduce que r (A) = 0, como se gueria demos-
trar.

Restando ahora de la j-ésima columna de nuestra malriz su
primera columna multiplicada por ¢ (L), se sustituye el elemento
by (A} por cero. Realizando tales transformaciones para j = 2, 3, . .
- . -, I, se sustituyen por ceros todos los elementos &y; (A). De un
modo andlogo, se sustituyen también por ceros todos los elementos
by (A, i = 2, 3, ..., n. Por consiguiente, oblendremos una matriz
equivalente A (L) en cuyo dngulo superior de la izquierda figurard
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el polinomio ey (L) y en la que todos los demds elementos de la primera
fila y de la primera columna serdn iguales a cero:

ed) 0 ... O
AQ) ~ 0 cop(B) -- can(d) . 2)

0 cua(M) .-t can(d)

Por la hipdtesis de induccién, la matriz de (n — 1)-ésimo orden
que figura en el angulo inferior de la derecha de la matriz obteni-
da (2), mediante transformaciones elementales se reduce a la forma
candnica:

€a {1} 0

(cu(l) o (M)
Caz () - . Can (A) 0 . ey (1)

Efectuando las mismas transformaciones con las filas y columnas
correspondientes de la matriz (2) —evidentemente, en este caso
la primera fila y [a primera columna de esta malriz se quedan
invariables —, obtenemos que

e {d) 0
e, (h)

A(h) ~ (3)

0 . e, (R)

Para demostrar que la matriz (3) es canénica no queda mas gue
demostrar que e, (L) es divisible por e; (A). Supongamos que

ea (M) =e, (X) g (M) +1 (A),

donde r (A)5=0 y el grado de r (1) es menor que el de e (A). Pero,
agregando a la segunda columna de la matriz (3) su primera columna
multiplicada por g (A) y restando después de la segunda fila la
primera, se sustituye el elemento e, (A) por el elemento r (1). Per-
mutando luego las primeras dos filas y las primeras dos columnas,
conseguiremos trasladar el polinomio r (A) al dngulo superior de la
izquierda de Ia matriz, lo cual, sin embargo, contradice a la eleccion
del polinomio e; (A).

El teorema de la reduccion de una A-matriz a la forma canénica
queda demostrado. Este teorema se puede completar con el siguiente
teorema de unicidad:



378 Cap. XIIT Forma normal de una matriz

Toda h-malriz es equivalente solamenle e una matriz candnica.

En efecto, sea dada una A-malriz arbitraria A () de orden n.
Fijemos algin nimero natural k, 1< k< n, v consideremos todos
los menores de k-ésimo orden de la matriz 4 (). Calculando estos
menares obtenemos un sistema finito de polinomios en X; designemos
con dy () el maximo comin divisor de este sistema de polinomios,
tomado con el coeficiente superior 1.

Por consiguiente, tenemos los polinomios

di(A), da(@), o ooy dn (), (4)

determinados univocamente por la misma matriz A (). Aqui,
d, (L) es el maximo comnin divisor de todos los élementos de la
matriz A (), tomado con el coeficiente superior 1, y d, (M) es igual
al determinante de la matriz A (&), dividido por su coeficiente
superior. Obsérvese también, que si la matriz A (&) tiene rango r,
entonces

rpg MY = ... =d, (A) =0,

mientras que Lodos los demas polinomios del sistema (4) son distin-
10s de cero.

El mdximo comiin divisor d, (.) de lodos los menores de k-ésimo
orden de una A-matriz A (W), k= 1, 2, .. ., n, no varia al realizar
transformaciones elementales en la matriz A ().

Esla proposicion es casi evidente, si se efectian transformaciones
elementales del tipo 1) y 2) en la matriz A (). Asi, por ejemplo, si
la i-ésima fila de la matriz se multiplica por un nimero a del campo
P, o == 0, todos los menores de k-ésimo orden, por los que pasa la
i-ésima fila, se multiplicardn por e, mientras que los demas menores
de k-ésimo orden se quedarin invariables. Mas, al buscar el maximo
comiin divisor de unos cuantos polinomios, cualesquiera de éstos
se pueden multiplicar por niimeros del campo P distintos de cero.

Examinemos ahora las transformaciones elementales del tipo 3)
y 4). Supongamos, por ejemplo, que a la i-ésima fila de la matriz
A (1) se le agrega su j-ésima fila, j 5= i, multiplicada por el polinomio
¢ (A); designemos con A ()) la matriz que resulta después de esta

transformacién y con dj (), el midximo comun divisor de todos sus
menores de k-ésimo orden, tomado con el coeficiente superior 1. Vea-
mos lo que ocurre con los menores de k-ésimo orden de la matriz
A (M) al hacer esta transformacion.

Estd claro que no varian los menores por los que no pasa la
i-ésima fila. Tampoco varian los menores por los que pasan la
i-ésima y la j-ésima filas, pues el determinante no varia al sumar
a una de sus filas un multiplo de otra fila. Por fin, tomemos cual-
quiera de los menores de k-ésimo orden por los que pasa la i-ésima
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fila, pero no pasa la j-ésima; designémoslo mediante M. Evidente-
mente, el menor correspondiente de la matriz A (L) se puede repre-
sentar en forma de una suma del menor M y de un menor M’, multi-
plicado por ¢ (A), donde este Gltimo es el menor de la matriz 4 (A)
que se obtiene del menor M al sustituir los elementos de la i-ésima
fila de la matriz A (A) por sus elementos correspondientes de Ia
j-ésima fila. Como M y M’ son divisibles por dj (1), también serd
divisible por dj (1) la suma M + ¢ (1) M".

De lo dicho se deduce, que todos los menores de k-ésimo orden
de la matriz A (A) son divisibles por dj, (A), por lo cual, d; (A) tam-
bién ps divisible por d, (A). Pero, como para Ja transformacion
elemental considerada existe una transformacién elemental inversa
del mismo tipo, dy, (1) también es disvisible por d, (A). Si se tiene
en cuenta que los coeficientes superiores de estos polinomios son
iguales a 1, se tiene d, (L) = dj (1), como se queria demostrar.

Por lo tanto, a todas las h-malrices equivalentes a la matriz A (k)
corresponde una misma coleccion de polinomios (4). En particular,
eslo mismo se refiere a cualquier (si hay varias) matriz candnica
equivalente a A4 (). Supongamos que (3) es una de estas malrices.

Caleulemos el polinomio d; (), & = 1, 2, ..., n, ulilizando
la maltriz (3). Esta claro, que el menor de k-ésimo orden que figura
en el angulo superior de la izquierda de esla malriz, es igual al

producto
ey {(Myea (h) ... e (D). (5)

Si, luego, se toma en la matriz (3) el menor de A-ésimo orden que
figura en las filas cuyos indices son iy, iy, ..., iy, donde i <<

<Zia <Z ... << i, v en las columnas que tienern los mismos [ndices
de ordenacion, resulta que este menor es igual al producto
ei (h) eiy (B) + - - e, (A), el cual es divisible por (5). En efecto,

1<i, v, por E‘-‘-l(}, er, (x) es divisible por e (A); 2<Iis, ¥ por esto,
e, (1) es divisible por 23 (1), ete. Finalmente, si en la matriz (3)
se toma el menor de k-6simo orden por el gque pasa, al menos para
una i, la i-ésima fila de esta matriz, pero no pasa su i-ésima columna,
resulta que este menor conliene una fila nula, por lo cual, es igual
A cero.

De lo expuesto se deduce, que el producto (5) es el maximo
comiin divisor de todos los menores de k-ésimo orden de la matriz (3)
¥, por consiguiente, de [a matriz inicial A (4),

dp(Wy=e (RMyea Xy ... en (), k=1, 2, ..., n (6)
Ahora es ficil demostrar que los polinomios ey, (h), k = 1, 2,

., n, se determinan univocamente por la misma matriz A (1). Supon-
gamos que el rango de esta matriz es r. Entonces, como ya sabemos,
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dr (L) 5= 0, perod,+, (A) = 0, y por esto, en virtud de (6), e, 4, (A) =
= 0, De aqui, en virtud de las propiedades de la matriz canénica,
se deduce, en general, que si el rango r de la matriz 4 (A) es menor
que n, entonces,

E€riq (}.] = €r4n (i"\.) = ...=é&y (M =0. (7)

Por otra parte, para k<r, como d;-;(A)5=0, de (6) resulta que
- dy (M

en (A) = d:x‘( }3) ) (8)

Con esto se termina la demostracién de la unicidad de la forma
candnica de una A-matriz.

Al mismo tiempo hemos obtenido un mélodo para hallar direc~
tamente los polinomios e, (&) llamados factores invariantes de Ia
matriz A (A).

Ejemplo. Reducir a la forma candnica la A-malriz
Ad—3 22
A= 5 ) )
A2-1.50 34
Electuando una cadena de transformaciones elementales, obtenemos;

2 1 10
3} = SoE Y R Y
.41(?L)~u(‘7L Y :41?‘)~(3?L 7k 0)—-.
AZ.L5) A AZ |- 5L A

_ (_35- Asql_;las—z. o) _ (m_wls — 31 U) _
. N 0 A

A 0
(0 13—1012—31) '
Pero se podrian calcular directamente los factores invariantes de la matriz
A (A). Precisamente, calculando el maximo comin divisor de los elementos de
esta matriz, obtenemos:
dy (W) =ey (M) = A

Calculando el determinante de la matriz .4 (L) y observando que su coefi-
ciente superior es igual a 1, resulta:

dy (A) =4 — 1023 — 322,

d3 (A)
dy ()

¥, por esto,

es (M) = = )3 —10A2—31.

§ 60. A-matrices unimodulares. Relacién entre la semejanza
de las matrices numéricas y Ia equivalencia
de sus matrices caracteristicas

De los resultados del parrafo precedente se desprende un criterio
de equivalencia de las A-matrices, que se puede formular de los
siguientes dos modos, que son casi idénticos:



§ 60. Ah-matrices unimodulares. a8

Dos h-matrices son equivalentes si, y sélo si, éstas se reducen a una
misma forma candnica.

Dos h-matrices son equivalentes si, y sélo si, éstas tienen factores
invariantes iguales.

Deduzcamos otro criterio de cardcter distinto.

Ya sabemos que al conjunto de las A-mairices canénicas pertenece
la matriz unidad £. Llamemos a una A-matriz U (A) unimedular,
si su forma canénica coincide con la matriz unidad E, o sea, si todos
sus factores invariantes son iguales a la unidad.

Una h-matriz U (A) es unimodular si, y sélo si, su determinante
es distinto de cero, pero no depende de )., 0 sea, si es un niimero del campo
fundamental P, distinto de cero.

En efecto, si I/ (A) ~ E, a estas dos matrices les corresponde un
mismeo polinomio d, (). Pero, para la matriz unidad, d, (4) = 1.
De aqui se deduce que el determinante de la matriz U (), que se
diferencia de d, (L) solamente en un faclor numérico dislinto de
cero, es un nimero del campo P, distinto de cero. Reciprocamente, si el
determinante de la matriz U7 (1) es diferente de cero y no depende
de &, entonces, para esta matriz, el polinomio d, (X) sera igual a 1,
por lo cual, segin (6) del parrafo anlerior, todos los factores invarian-
tes e; (A) de la matriz &' (1), i =1, 2, ..., n, son iguales a la
unidad.

De aqui se deduce que, toda matriz numérica no degenerada es
una A-matriz unimodular. Pero, una A-matriz unimodular puede
ser de forma complicada. Asi, pues, la A-matriz

( % A 45
ME_h—4 A AP 4AT . DA—D5

es unimodular, pues su determinante es ignal a 20, o sea, es distinto
de cero y no depende de A.

Del teorema demostrado anteriormente se deduce que, el producto
de h-matrices unimodulares es unimodular, pues, es suficiente recordar
que, al multiplicar matrices, sus determinanles se multiplican.

Una h-matriz U (L) es unimodular si, y solo si, exisle la matriz
inversa y ésta es una A-matriz.

En efecto, dada una A-matriz no degenerada, buscando de un
modo ordinario la malriz inversa, tendremos que dividir los comple-
mentos algebraicos de los elementos de la matriz dada por el deter-
minante de ésta, o sea, por un polinomio en A. Por eslo, en el caso
general, los elementos de la matriz inversa serin fracciones racionales
en A, pero no polinomios en A, o sea, esta matriz no seri una A-matriz.
Si se da una matriz unimodular, habrd que dividir los complementos
algebraicos solamente por un nimero del campo P, distinto de cero,
o sea, los elementos de la matriz inversa seran polinomios en 4,
por lo cual, la misma matriz inversa sera una A-matriz. Reciproca-
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mente, si una A-malriz U (&) liene Z-matriz inversa U-' (A), los
determinantes de ambas malrices serin polinomios en 4, su producto
sera igual a 1, por lo cual, ambos determinantes tendrin que ser
polinomios de grado cero.

De la Gltima observacion, se deduce el signienle complemento
del teorema que acabamos de demostrar:

Una h-malriz que es inversa a una h-matriz unimodular, es también
unimoduiar.

151 concepto de malriz unimodular se emplea en ¢l enunciado
siguiente del nuevo eriterio de equivalencia de las A-matrices:

Dos d-matrices A (&) y B (b) de orden n son equivalentes si, y solo
si, exislen unas h-matrices unimodulares U (1) y V (1) del mismo orden
n, tales que

B =U R A@)V (2. 1)

Introduzeamos primero el siguiente concepto, gue se emplea
en la demostracion de este criterio. Llamemos matriz elemental a la
matriz numérica (que, por lo lanlo, es una 2A-matriz):

1. ‘\I

..... A (2)

0
1
que se diferencia de la matriz unidad solamente en que, en cierto
i-ésimo lugar de la diagonal principal, 1<i<n, figura un nimero

arbitrario & del campo P, distinto de cero. Por otra parte, llamemos
también matriz elemental a la A-matriz

1 ;
. (@),
i 3
: (3)
0
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que se diferencia de la matriz unidad solamente en que, en la inter-
seccion de la i-ésima fila y la j-ésima columna, 1 <i<n, 1<j<
= n, siendo i == j, figura un polinomio arbitrario ¢ (&) del ani-
llo P [4l.

Toda matriz elemental es unimodular. En efeclo, el determinante
de la matriz (2) es igual a «, pero, por la condicién, e == 0; por otra
parte, el determinante de la matriz (3) es igual a 1.

La ejecucidn en una d-matriz A (1) de cualquier (ransformacidn
elemental es equivalente a la multiplicacion de esta matriz a la izquierda
o a la derecha por una matriz elemental.

En efecto, el lector comprobari sin dificultad la justeza de las
cuatro proposiciones siguientes: 1) multiplicar la matriz 4 (1) a la
izquierda por la matriz (2) equivale a multiplicar la i-ésima de la
matriz 4 (&) por el nimero o; 2) multiplicar la matriz 4 (1) a la
derecha por la matriz (2) equivale a multiplicar la i-ésima columna
de la matriz (2) por el nimero o; 3) multiplicar la matriz A (A) a la
izquierda por la matriz (3) equivale a sumar a la i-ésima fila de la
malriz A (X) su j-ésima [ila, multiplicada por ¢ (A); 4) multiplicar
la matriz A (1) a la derecha por la maltriz (3) equivale a sumar
a la j-ésima ecolumna de la matriz A (A) su i-ésima columna,
multiplicada por ¢ (k).

Pasemos a demostrar ahora nuestro crilerio de equivalencia
de las A-matrices. Si A4 (L) ~ B (A), de la matriz A (1) se puede
pasar a la matriz B (L) realizando nn nimero finito de transfor-
maciones elementales. Sustituyendo cada una de eslas transforma-
ciones por la multiplicacion a la izquierda o a la derecha, por una
matriz elemental, llegaremos a la siguiente igualdad:

B ==U (M) ... U (W) ARV () ... Vb, (4)

donde todas las matrices Uy (&), ..., Up (&), V(&) . ... ¥V, (L)
son elementales y, por consiguiente, unimodulares. Por esto, seran
también unimodulares las malrices

UM =Uy ) ... Un(d), VY=V (A) ... V2 (M), (5)

que son productos de matrices unimodulares, y la igualdad (4) se
escribird de la forma (1). Obsérvese que si, por ejemplo, & = 0,
o sea, que se eflectuaron transformaciones elementales solamente
sobre las columnas, entonces, ponemos simplemente U (&) - E.

La parte ya demostrada permite a la vez enunciar la signiente
proposicion:

Una d-matriz es unimodular si, y silo si, ésta se representa en forma
de un producto de matrices elementales.

En efecto, ya hemos empleado el hecho de que el producto de
maltrices elementales es unimodular. Reciprocamente, una matriz
unimodular arbitraria W (X) es equivalente a la matriz unidad E.
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Aplicando a las matrices £ y W (&) la demostracion que se llevéd
a cabo con las matrices A4 (X)) y B (1), de (4) obtenemos la igualdad

W) =U, () ... Un BV () ... Vi),

o sea, la matriz W () ha quedado representada en forma de un
producto de matrices elementales.

Ahora es ficil demostrar la propoesicion reciproca de nuestro
criterio. Supongamos que para las matrices A (&) y B (1) existen
unas matrices unimodulares U (A} y V (1) tales, que se verifica la
ignaldad (1). Por lo demostrado, las matrices U () ¥ V (L) se
pueden representar en forma de productos de matrices elementales;
supongamos que (5) son las representaciones dichas. La igualdad (1)
se escribird ahora en la forma (4) y, sustituyendo cada multiplica-
cion por una matriz elemental por su transformacién elemental
correspondiente, obtenemos, por fin, que A () ~B (1)

Polinomios matriciales. El conceplo de h-matriz se puede inler-
pretar de olro modo. Llamemos h-polinomio matricial de orden n sobre
el campo P a un polinomio en A cuyos coeficientes son malrices
cuadradas de un mismo orden 7, con elementos del mismo campo P;
su forma general es:

Aght e AQRY L 4 A b Ay (6)

lintendiendo el producto de la matriz A; por 2*71, i = 0,1, .. . k,
en correspondencia con el § 15, como el producto de todos los ele-
mentos de la matriz A; por A", y efecluando después la suma de
las matrices de acuerde con el mismo § 15, oblenemos que, fodo
d-polinomio matricial de orden n se puede expresar en forma de una
A-matriz de orden n. Asi, pues,

40)1 0 -3, (1 2, 01)
(—1 g & T(o 1) +1o —2)“*'(0 0~

3 (4).3 4 =320
T\ =58 184-2.2_%) '

Reciprocamente, toda A-matriz de orden n se puede expresar en
forma de un h-polinomio matricial de orden n. Asi, pues,

32—5 aA+41 00 ‘3 0 01 —5 1
= Ad - A% 4 A ]
M2) —3 10 00 20 0 —3
La correspondencia entre las A-matrices y los A-polinomios matri-
ciales es biunivoca e isomorfa en el sentido del § 46. En efecto, la
igualdad de los A-polinomios de la forma (6) como matrices es equiva-

lente a la igualdad de los coeficientes matriciales de potencias igua-
les de A, y la multiplicacién de una matriz por A es equivalente
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a su multiplicacién por una matriz escalar con A en la diagonal
principal.
Sea dada una A-matriz A (&), siendo

AMW =AM+ AN L Lt A b A,

donde la matriz A, no es nula. Al nimero & lo llamaremos grado
de la A-matriz 4 (A); evidentemente, éste sera el grado superior
(respecto a A} de los elementos de la matriz A ().

La consideracién de las A-matrices como polinomios maltriciales
permile desarrollar para las A-matrices una teoria de divisibilidad
andloga a la teoria de divisibilidad de los polinomios numéricos,
pero, naturalmente, mds complicada porque el producto de las matrices
no es conmutative y por la existencia de divisores de cero. Nos
limitaremos a estudiar el algoritmo de la divisién con resto.

Sean dadas sobre el campo P las )-matrices de orden n:

A (}\«) = Ag;u.k b 1'112."-1 f S 'l' Ah_ik—t— Alh
B(3) =B { BN ... 4 Bih+ B

supongamos que la matriz By no es degenerada, o sea, que existe la
matriz B;'. Entonces, sobre el campo P s¢ pueden hallar unas h-matri-
ces Qy () y Ry (A) del mismo orden n, tales que

A ) =8 (%) Qy () + By (1), )

donde el grado de Ity (L) es menor que el grado de B (1), o bien,
1ty (1) = 0. Por otra parte, sobre el campo P se pueden hallar unas
h-matrices (Jp (1) y I (L) de orden n, tales que

AR = Q2 () B () + Ra (1), (8)

donde ¢l grado de 1. (%) es menor que el grado de B (L), o bien,
ft, (&) = U. Las matrices ¢}, (L) y Ry (R}, y también Qo (1) y Ho (),
que satisfacen a estas condiciones, se delerminan univocamente.

La demostracién de este teorema se efectina del mismo modo que
la demostracion del teorema correspondiente para los polinomios
numéricos (véase el § 20). Supongamos, por ejemplo, que a la con-
dicion (7) satisfacen también las matrices € (&) » It (1), donde
vl grado de £, (1) es menor que el de B (L), Fnlonces,

B (2) [Qy (1) — Q4 ()] = By (M) — Ry (2).

Bl grado del segundo miembro es menor que I, mientras que el grado
del primer miembro es mayor o igual a I, si la expresion entre cor-
chetes es diferente de cero, puesto que la malriz &y no es degenera-
dia. De aqui se deduee la unicidad de las matrices Qy (&) v Hy (A).

15252
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Para demostrar la existencia de estas malrices, observemos que,
para k=1, el grado de la diferencia

AQA)— B (). B Agnht

es estrictamente menor que k; por esto, By, 144" sera el términe
superior del A-polinomio matricial @y (). A conlinuacién se obra
igual que en el § 20. Por otra parte, el grado de la diferencia

A Q) — ABN B ()

tambidn es estrictamente menor que &, o sea, A By A" es el
término superior del A-polinomio matricial Q. (1). Vemos, pues,
que en el caso general, las A-malrices @, (M) ¥y Q2 (M) (y lambién
Ry (L) ¥y 2 (M), que satisflacen a las condiciones del teorema, verda-
deramente, son distintas.

Teorema fundamental de la semcjanza de las matrices. Como
ya se senald, todavia no conocemos un procedimiento para responder
a la pregunta si unas matrices numéricas dadas 4 y B (o sea, matri-
ces con elementos del campo fundamental P) son semejantes o no.
Por otra parte, sus matrices caracleristicas A —AE y B — LE son
i-matrices y el problema de la equivalencia de estas matrices
se resuelve de un modo efectivo. Por esto, se comprende el valor
tan grande que tiene el siguiente teorema:

Las matrices A y B, con elementos del campo P, son semejantes
si, y solo si, sus matrices caracteristicas A — LE y B — LE son equiva-
lentes.

En efecto, supongamos que las matrices 4 ¥ B son semejanles.
o sea, que sobre el campo P existe una matriz no degenerada €
tal, que

B=C1AC,
Entonces
CUHA—-IEYC=CTAC— L (CEC) =B —rE.

Pero las matrices numéricas no degeneradas C~' y C son A-matrices
unimodulares. Vemos, pues, que la matriz 8 — AE se obtiene multi-
plicando la matriz A — AE a la izquierda y a la derecha por maltrices
unimodulares, o sea, 4 —AE — B — LE.
La demostracién del teorema reciproco es mis complicada.
Supongamos que
A—ME ~B—)E,

Entonces, existen unas matrices unimoedulares U(X) y V(AL
tales, que

UMW (A~AE)V (A) =B—AE. (9)
Teniendo en cuenta que para las matrices unimodulares existen
las matrices inversas y éstas son A-matrices, de (9) deducimos las
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siguientes igualdades, que se emplean a conlinuacién:
U (3) (A —AE)= (B —ME)Y V-1 (h), }

(10)
(A—AE)V (M) =T (1) (B—AE).

Como la J-matriz B — AE es de grado 1 con respecto a &, y ade-
mas, el coeficiente superior del polinomio matricial correspondiente
es In malriz no degenerada —E, a las matrices U (A) y B — AE
se les puede aplicar el algoritmo de la divisién con resto, segin el cual,
existen unas malrices Q (1) y R, (esta tiltima, si es distinta de cero,
tiene que ser de grado O con respecto a A, o sea, no depende de k),
tales, que

U(h)=(B—LE)Q, (M) -+ R,. (11)
De modo andlogo,

V(2) = Q2 (}) (B—AE) + R,. (12)

Aplicando (11} ¥ (12), de (9) obtencmos:
By(A—AEY Ry = (B—RrE)—U (1) (A—AE) Qy (1) (B — 0E) —
—(B—AE) Qy (1) (A—LE)V (R) -+ (B —LE) Qy (1) (A — LEY Qo (B — AE)
o, en virtud de (10),
Ry (A—LEY Ry = (B—LE)— (B—LEY V(1) Qg (A) (B— LE) —
— (B—LE)YQy (MU (M) (B—RE) +-

+(B—LE) Q) () (A—AE) Qo (1) (B—LE) = (B—LE) %
XAE— V() Q2 (b) + Q4 (1) U~ (1) — Q4 (1) (A — AE) @ (1) (B— AE))
La expresion que figura entre corchetes en el segundo miembro,
verdaderamente, es igual a cero. En caso contrario, ésta, siendo
una A-matriz, puesto que V7' (1), asi como 71 (A), son A-matrices,
seria por lo menos de grado cero y, entonces, el grado de la expre-
sion enlre llaves seria no menor que 1 y, por consiguiente. el grado
de todo el segundo miembro no seria menor que 2. Pero, esto es
imposible, puesto que en el primer miembro figura una A-matriz

de grado 1.
Por lo tanto,

Ry(A—AEYR,=B—\E,
de donde, igualando los coeficienles matriciales de potencias iguales
de A, oblenemos:
AR, =B, (13)
R, E. (14)
25w
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La igualdad (14) muestra que la matriz numérica R, no sélo es
distinta de cero, sino incluso no degenerada, siendo

R;I=Rh
y entonces, la igualdad (13) toma la forma
R}AR,= B,

lo cual demuestra la semejanza de las matrices 4 y B.

A la vez, hemos aprendido a hallar la matriz R, no degenerada
que transforma la matriz 4 en la matriz B. Precisando, si las ma-
trices A —hE y B —MLE son equivalentes, entonces con un nilmero
finito de transformaciones elementales se transforma la primera en la
segunda. Tomemos las transformaciones de éstas que se relacionan
a las columnas, y designemos mediante V (&) el producto de las
matrices clementales correspondientes, tomadas en el mismo orden.
Dividamos después V (1) por B — AE, dr modo que el cociente guede
a la izquierda del divisor (véase (8)). El residuo de esta divisién
seria la matriz R,

En realidad, se pvede prescindir de la divisién indicada, utili-
zando el siguiente lema que hallard también aplicacién en el § 62:

Lema. Sea

VM=V VR oV A EV,, Vo0, (15)
3i
V{a)=(E—B)Qy () - Iy, (16)
V() =Q.(h) (M — B) + Ry,
se liene
Ry=BVo+ B Wit ... LBV, -V, (17
Ry=VoB' LV B ... Ve BLV,.

Es suficiente demostrar, por ejemplo, la primera de estas dos
afirmaciones, pues la segunda se demuestra por analogia. La demos-
tracién consiste en la comprobacion directa del cumplimiento
de la igualdad (16); para esto el polinomio V (L) se sustituye por su
expresién (15), en lugar de R, se pone (17) y en vez de @y (1) se toma
el polinomio

QA =Vh* 1 (B, VL2 - (BW,y L BV, F Vo) A53 L .
-+ (BWo BV 4L V).

La prueba de esto la dejamos a cuenta del lector.
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Ejemplo. Sean dadas las matrices
—i1 —10 —4
A‘l = = .
( Ui!)' 2 ( 26 ll]
Sus matrices caracteristicas son equivalentes, puesto que se reducen a una
misma forma candnica
(1 0
0 5\’-—5\.—-6) '

por esto, las matrices 4 y B son semejantes.

Para hallar la matriz /12 que transforma 4 en &, hallemos alguna cadena de
transformaciones clementales que transforme A — LE en B — AE.
Asi, pues,

A—J\E;[_Z_?" 1 ]__( —2—A 1 )_‘_

0 3—=2 —16—8L 11—A
B L e e |

Las dos altimas transformaciones se refieren a las columnas: a la primeralcolum-
na se suma la segunda, multiplicada por —8, y después, la primera columna se

- o1 . .
multiplica por,— — . El producto de las matrices elementales correspondientes es
|

1 1
(-
0 1 2 1
Esta matriz no depende de A, por lo cual , ésta serd la matriz /i, buscada.

Claro, la matriz que transforma A en B estd muy lejos de determinarse uni-
vocamente. Tal es también, por ejemplo, la matriz

(>1)-

§ 61. Forma normal de Jordan

oL

Ahora estudiaremos las matrices cuadradas de orden n con ele-
mentos del campo P. Se distinguird un tipo especial de matrices
de éstas, llamadas matrices de Jordan, y se demostrari que estas
matrices sirven de forma normal para una clase de matrices muy
amplia. Precisando, las wmatrices cuyas raices caracteristicas perte-
necen al campo fundamental P (y solamente tales matrices), son seme-
jantes a ciertas matrices de Jordan, o, como suele decirse, se reducen
a la forma normal de Jordan. De aqui se deducird que, si se toma
por £ el campo de los nimeros complejos, cualquier matriz con elemen-
tos complejos se reduce a la forma normal de Jordan en este campo.

Introduzeamos las definiciones necesarias. Se llama smallay de
Jordan de orden k correspondiente al nimero kg, la matriz de orden



390 Cap. XIIT Forma normal de wuna malriz

k, 1 <k <n, que tiene la forma

A 1 0
A

o
l

0 "]

en otras palabras, en su diagonal principal figura un mismo nimero
Lo del campo P; la paralela, situada por encima de la diagonal
principal ¥y mds proxima a ésta, esti ocupada totalmente por el
nimero 1; todos los demds elementos de la matriz son iguales a cero.
Asi, pues,

Ml 0

b 1
o). ( )' 0 a1
G o 2l Lo 0 4,
son mallas de Jordan de primero, segundo y tercer orden, respecti-

vamente.
Se llama matriz de Jordan de orden n a la matriz de order n que

tiene la forma
I.-" J, 0

!

aqui, a lo largo de la diagonal principal figuran las mallas de Jor-
dan J,, J4, . .., J, de ciertos 6rdenes, que necesariamente no son
distintas, y que corresponden a ciertos nimeros del campo P, tam-
poco necesariamente distintos; todos los Iugares fuera de estas
mallas estin ocupados por ceros. Aqui, s>>1, o sea, una malla
de Jordan de orden n pertenece al conjunto de las matrices de Jordan
de este mismo orden y, naturalmente, s<n.
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Obsérvese, a pesar de que esto no se va a aplicar a continuacién,
que se podria haber descrito la estructura de la matriz de Jordan
sin recurrir al concepto de célula de Jordan. Asi, pues, es evidente
que una matriz es de Jordan si, y sblo si, ésta tiene la forma

Aoy 0
ho By
Eny
0 .
oy
donde J;, i = 1, 2, ..., n, son nimeros arbitrarios del campo P,
veadaey, j=1,2, ..., n — 1, esigual a la unidad o a cero, siendo

Ahj = hjyy cuando &; = 1.

Las matrices diagonales son casos particulares de las matrices de
Jordan; éstas son precisamente las matrices de Jordan cuyas mallas
son de orden 1.

Nueslro objetivo proximo consiste en hallar la forma candnica
para la matriz caracteristica J — LE de una malriz arbitraria de
Jordan J, de orden n. Hallemos primero la forma canénica para
la matriz caracleristica
o 0

ho—nr 1

g

(3)

L0 o —A
de una malla de Jordan (1), de orden k. Calculando el determinante

de esta matriz y recordando que el coeficiente superior del poli-
nomio d, (&) tiene que ser igual a 1, obtenemos,

dy (A) = (h— ko).
Por otra parte, entre los menores de (E — 1)-ésimo orden de la ma-
triz (3) hay uno que es igual a la unidad, precisamente, el que resulta
después de haber suprimido la primera columna y la Ultima fila
de esta matriz. Por esto,

ey ()= 1.
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De aqui se deduce que la forma candnica de la matriz (3) es la
siguiente h-matriz de orden k:
1 0

(4)

1
0 (A—2)"
Demostremos ahora el lema que sigue:
Si los polinomios @y (A), @a(r), .., @ (M) del anillo P|A] son
primos entre si dos a dos, se verifica la siguiente equivalencia:

0
Gy (2) 0
P2 ()
B!
. !
0 e (A) 0 11—}1 ¢ (M)
Evidentemente, es suficientie considerar el caso t = 2. Como los

polinomios @, () ¥ @z (A) son primos entre si, en el anillo P [A]
existen unos polinomios u; (A) ¥ us (A), tales que

(W) ug (A) + @2 (M u2 (W) =1.

Por esto,
((P'. (M 0 ) _ (‘I‘-t M) ¢ (M) (?v))
0 gz(2) 0 Gz (A)
( @A) @1 (R) g (A) 4 @2 (A) g (M‘) _ (‘P1 () 1 ) "
~\ 0 @2 (1) L0 g

_ ( S {1)) _ (1 Gy (A) ) »
w() 0 0 —gi (A2 (2)

(0 —nmre)~lo )
TN — g () w2 (B LO (M) a2 (W)
como se queria demoslrar.

Consideremos ahora la malriz caracteristica

T =& | 0\
5

J—AE= . ()

0 J,— My
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de la malriz de Jordan J de la forma (2); aqui, E;, i=1, 2, ..., s, es
la matriz unidad del mismo orden que la malla J;. Supongamos que las
mallas de Jordan de la malriz J corresponden a los siguientes niime-
ros distintos: Ay, A2, ..., Ay, donde f{<s. Supongamos también
que al nimero A;, i = 1, 2, .. ., t, corresponden ¢; mallas de Jor-
dan, ¢; =1, y sean los ordenes de éstas, colocados en orden no cre-
ciente, los ndmeros ’
ki = e :’-/’kir,"- (6)

Ohsérvese, a pesar de que no vamos a utilizar esto, que
'
5
Mai=s,
=1

[T

E Z k,-_,—:n.

i=1 j=1

Aplicando iransformaciones elementales a las filas y columnas

de la matriz (5) que pasan por la malla J; — AFE; de esta matriz,
no se tocan, evidentemente, las otras mallas diagonales. Ide aqui
se deduce que en la matriz (5), mediante transformaciones elementa-
les, se puede sustituir cada malla J;, — AF;, i =1, 2, ..., s por
la malla correspondiente de la forma (4). En otras palabras, la
matriz J — AE es equivalente a una matriz diagonal, en cuya diagonal,
ademds de ciertas unidades, figuran también los siguientes polinomios.
que corresponden a todas las mallas de Jordan de la matriz J;

—h)" ey =A™, ..., Ay ey, ]
G A (B iy D) 0, || m
(;’u—lg)hfl. (?\.— q)h";:, s ey (}u—-}.;}hh;(.

Iin este caso, no indicamos los lugares en la diagonal donde figuran
los polinomios (7), puesto que en cualguier A-matriz diagonal, los
elementos diagonales se pueden cambiar de sitio arbitrariamente
permutando lag filas y lag columnas homdlogas. Esta observacion
s¢ debe tener en cuenta a continuacidn.

Sea q el maximo entre los ndmeros ¢, £ — 1, 2, ..., t. Designe-
mos con e,y (&) el producto de los polinomios que figuran en la
j-tsima columna de la tabla (7), j =1, 2, ..., ¢, o sea,

nmjiy (R) = t] [l (h—2i) Mgy (8)

si en esle caso en la j-ésima columna hay sitios vacios (para algunos
i puede ocurrir que g; << j), suponemos que los factores correspon-
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dientes en (8) son iguales a la unidad. Como, por la condicién, los
nimeros &y, As, ..., A; son distintos, los grados de los binomios
lineales que figuran en la j-ésima columna de la tabla (7) son primos
entre si dos a dos. Por esto, segiin el lema demostrado anteriormente,
mediante transformaciones elementales, estos binomios se pueden
sustituir en la matriz diagonal considerada por su producto e, (A)
y cierta cantidad de unidades. Haciendo esto paraj =1, 2, . .., ¢,
obtenemos que

1 0
g
J—hE ~ en=gar (A) . (9)
)
\ 0 €n (l)

Lista es la forma candnica buscada de la matriz J — LE. En efecto,
los coelicientes superiores de todos los polinomios que figuran en
(9) en la diagonal principal, son iguales a la unidad, y, en virtud
de la condicion (6), cada uno de estos polinomios es divisible por el
precedente.

Ejemplo. Sea

=]
o=

Para esta matriz de Jordan de noveno orden, la tabla de polinomios (7) es
de la forma

(h—2)%, h—2, h—2,
(A—5)2, (A —5)2,



& 61. Forma normal de Jordan 395

Por esto, los factores invariantes de la matriz J son:
eq (M) = (A—2)% (h—5)%,
eg () =(h—2) (A —5)2,
eq UL)=;\.—2-

mientras que eg(A)=...=¢e;(h)=1.

Ahora que hemos aprendido a escribir inmediatamente [la forma
candnica de su matriz caracteristica, partiendo de la forma dada
de Jordan J, se puede demostrar el siguiente teorema:

Dos matrices de Jordan son semejantes si, y silo si, éstas constan
de unas mismas mallas de Jordan, o sea, que solamente pueden dife-
renciarse en el orden de colocacién de estas mallas a lo largo de la diago-
nal principal.

Iin efecto, la tabla de polinomios (7) se determinaba completa-
mente por el conjunto de las mallas de Jordan de la matriz de Jor-
dan J, y en ella de ningiin modo se reflejaba la colocacion de las
mallas de Jordan a lo largo de la diagonal principal de esta malriz.
De aqui se deduce que, si las matrices de Jordan J y J' poseen una
misma coleccién de mallas de Jordan, a éstas corresponde una misma
tabla de polinomios (7), y por esto, unos mismos polinomios (8).
Por lo tanto, las matrices caracteristicas J — LE y J' — AE tlienen
unos mismos factores invariantes, o sea, son equivalenles, y por
lo tanto, las matrices J y J' son semejantes.

Reciprocamente, si las matrices de Jordan son semejantes, sus
malrices caracteristicas tienen iguales factores invariantes. Supon-
gamos que los polinomios (8) para j = 1, 2, ..., ¢. son los factores
invariantes de éstos, que son distintos de la unidad. Pero, con los
polinomios (8) se restablece la tabla de los polinomios (7). Mis
exactamente, los polinomios (8) se descomponen en productos de
potencias de factores lineales, puesto que, como ya se ha demostrado,
para cualquier matriz de Jordan los [actores invariantes de la matriz
caracleristica poseen esta misma propiedad. Precisamente, la tabla
(7) consta de las potencias mdximas de los factores lineales en que
se descomponen los polinomios (8). Finalmente, con la tabla (7) se
restablecen las mallas de Jordan de las matrices iniciales de Jordan,
pues, a cada pelinomio (A — &))"/ en la tabla (7) corresponde una
malla de Jordan de orden k,;; correspondiente al niamero ;. Con
esto, queda demostrado que las matrices J y J' constan de unas
mismas mallas de Jordan y que se pueden diferenciar solamente
por la colocacién de éstas.

Fn particular, de este teorema se deduce que, una malriz de
Jordan que es semejante a una matriz diagonal, es también diagonal,
y que dos matrices diagonales son semejantes si, y silo si, se diferencian



396 Cap. XIT Forma normal de una matriz

entre si en una permulacién de los nmimeros que figuran en la diagonal
principal.

Reduccion de una matriz a la forma normal de Jordan. Si una
matriz A con elementos del campo P se reduce a la forma normal de
Jordan, o sea, es semejante a una matriz de Jordan, entonces, como
esto se deduce del teorema demostrado mas arriba, la forma normal
de Jordan se determina por la matriz A univocamente, salvo el orden
de colocacion de las mallas en la diagonal principal. La condicién
para que la matriz A4 permita tal reduccion se indica en el siguiente
teorema, cuya demostraciéon nos proporciona a la vez un método
practico para hallar la matriz de Jordan que es semejante a la ma-
triz A, si tal matriz de Jordan existe. Obsérvese en este caso, que
la reducecién en el campo P significa que todos los elementos de la
matriz con la que se efectia la transformaciéon pertenecen al campo P.

Una matriz A con elementos del campo P se reduce en este campo
a la forma rormal de Jordan cuando, y siélo cuande, todas las raices
caracteristicas de la matriz A pertenecen al mismo campo fundamental P.

En efecto, si la matriz A es semejante a una matriz de Jordan J,
entonces, estas dos matrices tienen unas mismas raices caracteris-
ticas. Pero las raices caracteristicas de la matriz J se hallan sin
dificultad alguna; como el determinante de la matriz J — AE es
igual al producto de sus elementos que estin en la diagonal princi-
pal, el polinomio |J — AE | se descompone sobre el campo P en
factores lineales y los mimeros que estan en la diagonal principal
de la maltriz J, y solo éstos, son sus raices,

Reciprocamente, supongamos que todas las raices caracteristicas
de la matriz A pertenecen al mismo campo P. Si

“n-qi-l (A‘)! ey ey (K); [ ()"]v (10)

son los factores invariantes de la malriz 4 —iFE distintos de 1.
entonces,
|A—RAE |=(—1)" en—gey (X) . .. eny (A} ey (R).

En efeclo, los determinantes de la matriz A — AE y de su matriz
candnica sélo pueden diferenciarse entre si en un factor constante
que, en realidad, es igual a (—1)", puesto que asi es el coeficiente
superior del polinomio caracteristico | A — AE |. Por lo tanto,
entre los polinomios (10) no hay iguales a cero, la suma de los grados
de estos polinomios es igual a » y lodos ellos se descomponen sobre
el campo P en factores lineales; esto ultimo es debido a que, por
la condicion, el polinomio | A — AE | tiene tal descomposicién.

Sean (8) las descomposiciones de los polinomios (10) en productos
de potencias de factores lineales. Llamemos divisores elementales del
polinomio e, _;.,, j =1, 2, ..., ¢, a las potencias de dislintos
binomios lineales, diferentes de la unidad, que figuran en su descom-
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posicion (8), o sea,
Ov— A, (h—Ra)ad, L, (=)

A los divisores elementales de todos los polinomios (10) los lla-
maremos divisores elementales de la matriz A y los escribiremos en
forma de la tabla (7).

Tomemos ahora una matriz de Jordan J de orden n, formada
por mallas de JTordan, definidas del modo siguiente: a cada divisor
elemental (A — 4)") de la matriz A ponemos en correspondencia
la malla de Jordan de orden k;; que corresponde al niimero ;. Es
evidente, que los polinomios (10), y s6lo éstos, son los factores inva-
riantes de la matriz J — AE distintos de la unidad. Por esto, las
matrices A — AE y J — AE son equivalentes y, por consiguiente,
la matriz A es semejante a la matriz de Jordan J.

Ejemplo. Sea dada la matriz
— 16 —17 87 —108

. 8 0 —42 54
Y —3 —3 18 —18
oy == 6 —8

Heduciendo la matriz 4 — AE de un modo ordinario a la forma candnica, obte-
nemos nue los factores invariantes de esta matriz, distintos de la unidad, son
los polinomios

e (A= (h— 17 (A 2),
ea(l] =i—1

Vemos, pnies, que la matriz A se reduce a la forma normal de Jordan incluso en
ol campn de los numaeros racionales, Sus divisores elementales =on los polinomios

do— 1% h—1 y &+ 2, por lo cual, la matriz
10 8]
0t 0 0
Yoo o
o0 0 —2

os la foema normal de Jordan de la matriz A,

Si quisiéramos hallar la matriz no degenerada que transforma la matriz 4
en la matriz J, tendriamos que valernos de las indicaciones heehas al fin al del
pirrafo precedente.

Finalmente, basiandose en los resultados anteriores, se puede
demostrar la siguiente condicién necesaria y suficiente de reduceién
de una matriz a la forma diagonal, condicién de la que inmediata-
mente se desprende el criterio suficiente de reduccion a la forma
diagonal, demostrado en el § 33.
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Una matriz A de orden n con elementos del campo P, se reduce a la
forma diagonal si, y silo si, lodas las raices del iltimo factor invariante
en (M) de su matriz caracteristica pertenccen al campo P, no teniendo
que haber miltiples entre ellas.

Iin efecto, la reduccion de una matriz a la forma diagonal es
equivalente a la reduccion a una forma de Jordan, en la que las ma-
llas de Jordan sean de orden 1. Iin otras palabras, todos los divisores
elementales de la maltriz A tienen que ser polinomios de primer
grado. Pero, como todos los faclores invariantes de la matriz A — AE
son divisores del polinomio ¢, (%), esta ultima condicién equivale
a que todos los divisores elementales del polinomio e, (%) sean de
grado 1, como se queria demostrar.

§ 62. Polinomio minimo

Sea dada una matriz cuadrada A de orden n» con elementos del

campo P. Si
)= +ad oo
es un polinomio del anillo P [A4], la malriz
FlA) = agA" Lo A" e Loy d o

se llama wvalor del polinomio f (L) para A = A; advirtamos que,
en este caso, el término independiente del polinomio f (1) se multi-
plica por la potencia cero de la matriz A, o sea, por la malriz uni-

dad E.
Facilmente se comprueba que, si

FA) =g (R) 1 (&),
Ry =uw(d)yv ),

0 si

entonces,
J(Ay=q (A) +p (4)
0, respectivamenle,
f(A)=u(A)v(A).
Si la matriz A4 anula al polinomio f(.), o sea, si
f(4)=0,
la matriz A se llamara raiz matricial, o bien, cuando esto no dé lugar
a confusiones, se llamari simplemente raiz del polinomio f (4).
Toda matriz A es raiz de un polinomio no nulo. )

En efecto, sabemos que todas las matrices cuadradas de orden
n forman sobre el campo P un espacio vectorial de n® dimensiones.
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De aqui se deduce, que el sistema de n* 4+ 1 matrices
APY AP A, E

es linealmente dependiente sobre el campo P, o sea, en P existen
unos elementos g, @y, . . ., Gp2, G244, NO simullineamente iguales
a cero, tales, que

atpA™ + A" L o A+ a2 E =0,

Por lo tanto, resulta que la matriz A es raiz del polinomio
no nulo

nt | n-
@ (h) = ah" ok et o,

cuyo grado no es superior a n®,

La matriz A también es raiz de algunos polinomios cuyos coefi-
cienles superiores son iguales a la unidad: es suficiente tomar cual-
quier polinomio  distinto de cero gue se anule por la malriz A,
y dividirlo por su coeficiente superior. El polinomio de menor grado
con el coeficiente superior ignal a 1 que se anula por la matriz 4,
se llama polinomio minimo de la matriz A. Obsérvese, que el polino-
mio minimo de la matriz A se determina univocamente, puesto que la
diferencia de dos polinomios de éstos seria de menor grado que cada
uno de los mismos y se anularia también por la malriz A.

Todo polinomio f (1) que se anula por la matriz A, es divisible por
el polinomio minimo m (}) de esta malriz,

En efecto, si

FOy=m (L) g (h) L+ r(R),
donde el grado de r(A) es menor que el grado de m(R), se liene
FlA)=m (4) g (A) +r(A)

y como f(A) = m (A) = 0, resulla, r (4) = 0, lo cual contradice
a la definicion del polinomio minimo.

Demostremos ahora el siguientle teorema:

El polinomio minimo de una matriz A eoincide con el dltimo factor
invariante e, (&) de la matriz caracteristica A — LE.

Demostracion. Conservando las nolaciones v aplicando los rvesul-
tados del § 59, se puede escribir la igualdad

(— 1) | A—=2E | =dy_y (A) ea (A). (1)
En particular, de aqui se deduce que los polinomios ¢, (1) ¥ d,_; (A)

no son nules. Designemos ahora con B (1) la matriz adjunta a la
matriz 4 — LE (véase el § 14),

B (k) =(A—LE)*.
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Como se deduce del § 14 (igualdad (3)), se cumple la igualdad
(A—AE)B (M) =|A—AE|E. )

Par otra parte, camo los menores de (i — %)-ésimo orden de la
matriz A — AE, tomados con los signos mds o menos, y solo éstos,
son elementos de la matriz B (1), y el polinomio d,_, (1) es el mdxi-
mo comun divisor de todos estos menores, se liene:

B (L) =dn_y (A) C (1), (3)

en donde el maximo comiin divisor de los elemenlos de la matriz
C (1) es igual a 1.
Pero, de las ignaldades (2), (3) y (1), se deduce la igualdad

(A—AE) dp-g (M) C (3) = (— 1)" dney (1) &5 (A) E.

[sta igualdad se puede simplificar por el factor no nule d,_, (), lo
cual se deduce de la siguiente observacién general: si ¢ (1) es un
polinomio no nulo, y D (A) = (d;; (A)) es una A-matriz no nula,
donde suponemos que d,; (A)== 0, entonces, en la matriz @ (1) D (A),
en el lugar (s, ) figurard el elemento ¢ (1) d (1), distinto de cero.
Por lo tanto,
(A—AE)C (M) =(—D"en (M) E,

de donde

n () E= (AL —A) [(— 1) C ()] (4)

Tista igualdad muestra que el residuo de la division «a la izquier-
da» de la A-malriz que figura en el primer miembro por el binomio
AE — A, es igual a cero. Sin embargo, del lema demostrado al final
del § GO se deduee que este residuo es igual a la matriz e, (A) E =
= ¢, (A). En efecto, la matriz e, (A) I se puede escribir en forma
de un A-polinomio matricial cuyos coeficientes son matrices escala-
res, o sea, son conmutables con la matriz A. Por lo tantlo,

en (A) =0,
o sea, el polinomio ¢, (1) verdaderamente se anula por la matriz A.
De aqui se deduce, que el polinomio ¢, (A) es divisible por el
polinomio minimo m (%) de la matriz A4,
en (1) = m (1) g (4. (5)

Esti claro, que el coeficiente superior del polinomio q (A) es igual
a la unidad.

Como m (A) =10, de nuevo, en virtud del mismo lema del § 60,
el residuo de la division «a la izquierda» de la A-matriz m (A) £ por
el binomio AE — A, es igual a cero, o sea,

m (W) E=(L.E—A)Q () (6)
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Las igualdades (5), (4) y (6} nos llevan a la igualdad
(AE—A) (=) C (M) = AE—A)1Q (M) ¢ ().

Ambos miembros de esta igualdad se pueden simplificar por
el factor comin AE — A, pues, el coeficienle superior £ de este
A-palinomio matricial es una matriz no degenerada. Por lo tanto,

C (R =(—1)""1Q (h) ¢ (M.
Recordemos, sin embargo, que el maximo comin divisor de los
elementos de la matriz € (L) es igual a 1. Por esto, el polinomio
q (M) tiene que ser de grado cero, ¥ como su coeficiente superior
es igual a 1, resulta, ¢ (1) — 1. Por lo tanto, en virtud de (5),
e, (L) =m(}),

que es lo que se queria demoslrar.

Como, en virtud de (1), el polinomio caracteristico de la matriz
A es divisible por el polinomio e, (1), del teorema que acabamos
dé demostrar se desprende el siguiente

Teorema de Hamilton-Cayley. Toda mairiz es raiz de su polino-
min caracteristico,

Polinomio minimo de una transformacion lineal. Demostremos
primero la signiente proposicion:
Si las matrices A y B son semejantes y la matriz A anula al poli-

nomio f(n), entonces, la matriz B también anula al mismo.
En efecto, sea
B=C1AC.
Si '
FR) —aht ted t e ey ke,
s tiene

o k=1 : : s
A" -y A e et A gy =0,

Transformando ambos miembros de esta igualdad con la malriz C,
oblenemos:

C g o AV ey (A E)C =
— g (CTACY - a (CT'ACY ™ L b (CTAC) - aE =

— B LB e B oK -0,
o sea, [ (B) = 0.

De aqui se deduce, que las malrices semejantes poseen un mismo
polinomio minimo.

Supongamos ahora que ¢ es una transformacion lineal del espacio
lineal de n dimensiones sobre el campo P. Las matrices que deter-
minan esta transformacién en distintas bases del espacio, son seme-
2G-a51
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jantes entre si. El polinomio minimo comiin de estas matrices se
llama polinomio minimo de la transformacién lineal .

Aplicando las operaciones sobre las translormaciones lineales,
introducidas en el § 32, se puede introducir el concepto de valor
de un polinomio

FO) =gkt aW T L sk o

del anillo P[A] para &, igual a una transformacién lineal g: este
valor seri la transformacién lineal
I h—1 .
Flg) =™ e b ..o G - e,

donde & es la transformacién idéntica.

Diremos Juego que la transformacion lineal ¢ anula al poli-
nomio F (i), si

fr)=wo,

donde ® es la transformacién nula,

Teniendo en cuenta la relacidn exislente entre las operaciones
sobre las transformaciones lineales y sobre las matrices, el lector
demostrara sin dificultad alguna, que el polinomio minimo de una
transformacion lineal @ es el polinomio de menor grado con el coefi-
ciente superior 1, determinado unfvocamente, que se anula por la trans-
formacion . Después de esto, los resultados oblenidos anteriormente
y, en particular, el teorema de Hamilton-Cayley, se pueden enunciar
de nuevo en términos de transformaciones lineales.



CAPITULO XIV
GRUPOS

§ 63. Definicion y ejemplos de grupos

Los anillos y los cuerpos, que desempenaron un papel tan grande
en los capitulos anteriores, son sislemas algebraicos de dos opera-
ciones independientes: adicion y multiplicacion. Sin embargo, en
diversas ramas de las malemalicas y en sus aplicaciones, frecuenle-
mente se encueniran tales sistemas algebraicos, en los que esti
definida una sola operacién algebraica. Asi, pues, limitandonos por
alora a los ejemplos que ya aparecieron en nuestro libro, sefialemos,
que en el conjunto de las sustituciones de grado n (véase el § 3),
solamente habiamos definido una operacién: la multiplicacién.
Por otra parte, en la definicion del espacio vectorial (§ 8) esta inclui-
da la suma de vectores, mientras que el producto de veclores no
habia sido definido (sealemos, que el producto de un vector por
un nimero no satisface a la definicién de operacién algebraica dada
en el § 44).

Un tipo importanle de sistemas algebraicos con una operacion
son los grupos. Este concepto posee un campo extraordinariamente
amplio de aplicaciones y representa el objeto de una gran ciencia
independiente, de la teoria de los grupos. El capitulo presenle puede
considerarse como introduccion a la teoria de los grupos: en él se
expondrin las nociones elementales sobre los grupos, cuyo cono-
cimiento es necesario para cada matematico; el capitulo se termi-
nari con la exposicion de un teorema menos elemental.

De acuerdo a la teoria general de los grupos, convengamos en lla-
mar multiplicacion a la operacion algebraica considerada y en emple-
ar los simbolos correspondientes. Recordemos (véase el § 44), que
se supone que siempre es posible la operacién algebraica, y que ésta
es univalente: para cualguier par de elementos a y  del conjunto
considerado, existe el producto eb y representa un elemento uni-
vocamenle determinado de esle conjunto.

Se llama grupe a un conjunte G con una operacion algebraica,
que es asociativa (aunque no necesariamente conmulaliva), y para
la que existe ademis la operacién inversa.

26*
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Como la operacién en el grupo puede ser no conmulativa, la
existencia de la operacién inversa significa lo siguiente: para cual-
quier par de elementos a y & de &, existe en ¢ un elemento z y un
elemento y, univocamente determinados, tales que

ar=—= f.l, a = b,

Si el grupo G se compone de un nimero finito de elementos, se
denomina grupo finife, y el ndmero de sus elementfos, se llama
orden del grupo. Si la operacion definida en el grupo es conmutativa,
¢ se denomina grupo conmutative o abeliano,

Senalemos las consecuencias elementales de la definicion de
grupo. Basindose en los razonamientos expuestos ya en el § 44,
se puede afirmar que la ley asocialiva nos permite hablar de un
modo univoco del producto de un niitnero finito cualquiera de ele-
mentos del grupo, dados en un orden determinado (ya que la opera-
cion en el grupo puede ser no conmutativa).

Veamps las consecuencias de la existencia de la operacion inversa.

Supongamos que en el grupo G se ha dado un elemento arbitra-
rio a. De la definicion del grupo se deduce la existencia en & de un
elemento e,, univocamente delerminado, tal que ae, — a; por
consiguiente, este elemento desempena el papel de la unidad al
multiplicar el elemento @ por ¢l a la derecha. Si & es otro elemento
cualquiera del grupo G, y si ¥ es el elemento del grupo que satisface
a la ignaldad ya - b, cuya existencia se deduce de la definicién
del grupo, se tienec: ’

b =ya =y (aea) = () eq = beq.
Por lo tanto, el elemento e, desempeiia el papel de unidad a la derecha
con respecto a todos los elementos del grupo Gy no s6lo con respeclo
al elemento inicial a; por eso, lo designaremos mediante ¢. De fa
unicidad, que forma parte de la definicion de la operacién inversa,
se deduce la unicidad de este elemento.

De este mismo modo se puede demostirar la existencia en G y la
unicidad de un elemento e” que satisfaga a la condicién e'a = a
para todos los elementos a de G. En realidad, los elementos ¢’ y e’
coinciden, puesto que de las ignaldades e"¢’ = e" y e"¢’ = &' se
deduce que e = ¢’. De esta manera, queda demostrado que en cada
grupo G existe un elemento e, univocamente determinado, que satisface
a la condicion:

ae=ea=aua
para todos los elemenlos a de G. Este elemenio se llama wnidad
del grupo G y se designa ordinariamente con el simbolo 1.

Para cada elemento dado a, de la definicién del grupo se deduce,

la existencia y unicidad de unos elementos a’ y a” tales, que

aa’ =1, a'a=1.
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En la realidad, los elementos a’ y a” coinciden: de las igualdades
a'aa’ =a"(aa') =a"-1=a",
a"aq’ = (a"a)a’ =1-a’ =a’,

se deduce que 'a@"=a’'. Este elemento se llama inverso del ele-
mento a y se designa con la notacién e, de modo que

ael=ata=1.

Por lo tanto, cada elemento del grupo posee un elemento inverso, uni-
vocamente determinado.

De las Gltimas igualdades se deduce, que el mismo elemento
a sirve de inverso para el elemento a~!. Es ficil observar también,
que el inverso del producto de unos cuantos elementos es el producto
de los elementos inversos de los factores y, ademds, tomados en

orden inverso:
(ayay ... an_lan)_’ = a,}"a;_ii s a-}‘af'.
Por fin, el elemento inverso de la unidad es la unidad misma.

La prueba para averiguar si un conjunto dado con una operacion
es grupo o no, se facilita sumamente por el hecho de que en la defi-
nicién de grupo la demanda del cumplimiento de la operacion inver-
sa se puede sustituir por la suposicion de la existencia de la unidad
y de los elementos inversos y, ademis, solo por un lado (por ejem-
plo, por la derecha) y sin suponer la unicidad de ellos. Esto se
deduce del siguiente teorema:

Un conjunto G con una operacidn asociativa es grupo, si en él existe
por lo menos un elemento e que posee la propiedad:

ae=a para todos los elementos a de G,

y si entre todos los elementos unidades a la derecha existe por lo menos
un elemento e, tal, que con respecto a él cada elemento a de G posee
por lo menos un elemento inverso a la derecha a™':

et (Y
aal =gy

Demostracién. Sea ¢! uno de los elementos inversos a la derecha
de a. Entonces,
aal = ey = eyeq = egaa’l,

o sea, aa™' = epaa~'. Multiplicando a la derecha ambos miembros
de esta igualdad por uno de los elementos que son inversos a la dere-
cha de a™!, obtenemos, ae, — ey aeg, de donde @ = epa, puesto que
e, es una unidad a la derecha de G. Por lo tanto, resulta que el ele-
mento e, es también una unidad a la izquierda de G. Si ahora e, es
una unidad a la derecha arbitraria y e» es una unidad a la izquierda
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arbitraria, de las igualdades
oy =8y N oy =9

se deduce que ¢, — ey, 0 sea, que cualquier unidad a la derecha es
igual a cualquier unidad a la izquierda. Queda, pues, demostra-
da la existencia y unicidad en el conjunto G del elemento unidad,
que lo indicaremos, como anteriormenle, mediante 1.
Luego,
al=qa1l.1=ualan",

es decir, a™' = a ! aa™', donde o' es uno de los elementos inversos
a la derecha de a. Multiplicando a la derecha ambos miembros de
la dltima igualdad por uno de los elementos inversos a la derecha
de a™', obtenemos, 1 == 27! a, o sea, que el elemento ' sirve tam-
bién de elemento inverso a la izquierda de a. Si ahora a7 es un ele-
mento inverso a la derecha arbitrario de a, y a7* es un elemento
inverso a [a izquierda arbitrario del mismo, de las igualdades

o | =1 __ 1. =l =l
aylaalt =(a;'a) ap’ =ait,

az'aa)t = azt (aayt) == apt

e deduece que a;' = a;', es decir, se deduce la existencia y la unici-
dad, para cada elemento a de G, del elemento inverso a'.

Ahora es ficil mostrar que el conjunto & es grupo. Fn efectlo,
como bien se obverva, las ecuaciones ax — b, ya = b se salisfacen
con los elementos

z—ath, y=bal.

La unicidad de estas soluciones se deduce de que si, por ejemplo,
axr, = ar,, multiplicando a la izquierda ambos miembros de esta
igualdad por a~!, obtenemos z; = z,. El Leorema gueda demostrado.

Ya nos hemos encontrado unas cuantas veces con el concepio
de isomorfismo: para los anillos, para los espacios lineales, para
los espacios euclideos. Este conceplo puede ser definido también
para los grupos y desempeiia en la teoria de los mismos un papel
tan importante como en la teoria de los anillos. Se dice que los grupos
G v G son isomorfos, si se puede establecer entre ellos una correspon-
dencia biunivoca tal, que para cualquier par de elementos ¢ y b
de G y para sus correspondientes elementos o y b" de G7, al producto
ab corresponde el producto a@’t’. Del mismo modo que en el § 46
(para el cero y para el elemento opuesto del anillo), se puede demos-
trar que, en la correspondencia isomorfa de los grupos G y G', a la
unidad del grupo & corresponde la unidad del grupo &', y si al ele-
mento a de G le corresponde el elemento @ de G°, al elemento a™*
le corresponderi el elemento a’~'.
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Pasando a examinar ejempolos de grupes, seialemos que, si la
operacion en el grupo se llamase suma, la unidad del grupo se llama-
ria cero y se indicaria con la notacién 0, y en lugar de elemento
inverso diriamos elemenrto opuesto y lo indicariamos mediante —a.

Como primer ejemplo de grupo, anotemos que, respecto a la suma,
cualquier anillo (y, en particular, un cuerpo) representa un grupo,
y ademds, abeliano; éste es el llamado grupo aditivo del anillo. Esta
observacién proporciona inmediatamente una gran cantidad de ejem-
plos concretos de grupos, y entre ellos: el grupo aditivo de nimeros
enteros, el grupo aditivo de niimeros pares, los grupos aditivos de
nimeros racionales, de niimeros reales, de nimeros complejos, ete,
ete. Sefialemos, que los grupos aditivos de niimeros enteros y de niime-
ros pares son isomorfos entre si, a pesar de que el segundo forma sélo
una parte del primero: la transformacién que pone en correspondencia
a cada nfiimero entero k el nimero par 2k, es biunivoea y, como facil-
mente se puede comprobar, representa una Iransformacién isomorfa
del primero de los grupos nombrados sobre el segundo.

Ningiin anillo es grnpo respecto a la multiplicacién, puesto que
no siempre se cumple la operacién inversa, que es la division. No
cambia el asunto al pasar de un anillo arbitrario a un cuerpo, puesto
que en éste se mantiene sin cumplir la divisién por cero. Examine-
mos, sin embargo, el conjunto de todos los clementos del cuerpo
diferentes de cero. Como el campo no contiene divisores de cero, es
decir, que el producto de dos elementos diferentes de cero también
es diferente de cero, la multiplicacién representa una operacidn
algebraica para el conjunto considerado, que es asociativa y con-
mutaliva, siendo posible ya la divisidn sin salir fuera de los limites
de este conjunto. Por lo tanto, el conjunto de todos los elementos
diferentes de cero de cualquier campo representa un grupo abeliano;
éste se llama grupo multiplicative del campo. Ejemplos concernientes
a eslo son: los grupos mulliplicativos de numeros racionales, de
nimeros reales, de nimeros complejos.

Es evidenle que, respecto a la multiplicacion, todos los nimeros
reales positivos forman grupo. Este grupo es isomorfo al grupe adi-
tivo de todos los nimeros reales: poniendo en correspondencia a cada
mimero posilivo @ el mimero real In e, obtenemos una aplicacion
biyectiva del primero de los grupos sobre el segundo, que representa
un isomorfismo en vista de la igualdad,

In{aby=Ina--Inb.

Tomemos, alhora, en el campo de los niimeros complejos, el con-
junto de las raices n-ésimas de la unidad. En el § 19 se habia demos-
trado que el producto de dos raices n-ésimas de la unidad, asi como
¢l niimero reciproco de la raiz n-ésima de la unidad, pertenecen al
mismo conjunto considerado de nimeros. Como la unidad también
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pertenece, naturalmente, a este conjunto, y como la multiplica-
cion de cualesquiera nimeros complejos es asociativa y conmutativa,
obtenemos que las raices n-ésimas de la unidad forman un grupo
abeliano respecto a la multiplicacién; este grupo es finito y de orden n.
Por lo tante, para cualquier niimero natural n, existen grupos finitos
de orden n. .

El grupo (respecto a la multiplicacidn) de las raices n-ésimas de
la unidad es isomorfo al grupo aditivo del anillo Z, construido en el
§ 45. En efeclo, si € es una raiz primitiva de orden n de la unidad,
todos los Plcmentos del primero de los grupos considerados tienen
la forma &*, k —= U. 1, ..., » — 1. Si ponemos en correspondencia
a cada numelo e" el elemento C; del anille Z,, o sea, la clase de
nimeros enteros cuyos residuos, al dividirlos por n, son iguales a f,
obtenemos una correspondencia de isomorfismo entre los grupos
considerados: si O<k<n —1, OZlacn —1 v si k + 1

ng +r, donde O<Lr=<n —1, y g es 1gual a 06 a1, entonces,
ehel - ey, alaves Of - € = Ch.

IZs oportuno sefialar ahora unos cuantos ejemplos de conjuntos

numericos que no forman grupo. Asi, el conjunto de todos los nime-
ros enteros no forma grupo respecto a ia multiplicacién, el conjunto
de todos los niimeros reales positivos no forma grupo respecto a la
suma, el conjunto de todos los nimeros impares no forma grupo
respecto a la suma, el conjunto de todos los mimeros reales nega-
tivos no forma grupe respecto a la multiplicacion. No representa
dificultad alguna la comprobacion de todas estas afirmaciones.
" Naturalmente, todos los grupos numéricos examinados anterior-
mente son abelianos. Los espacios lineales sirven de ejemplos de
grupos abelianos que no estdn formados por nimeros: como se deduce
de su definicion (véase los §§ 29, 47), todo espacio lineal sobre
un cuerpo arbitrario P es grupo abeliano respeclo a la operacién de
la suma.

Veamos algunes ejemplos de grupoes no conmutatives.

El conjunto de todas las matrices de orden n sobre un campo P
no representa grupo respecto a la operacion de multiplicar, ya que
no se cumple la condicién de existencia del elemento inverso. Sin
embargo, si nos limitamos sble a las matrices que no son degene-
radas, se obtiene ya un grupo. En efecto, como sabemos, el producto
de dos matrices no degeneradas es una matriz no degenerada, la
matriz unidad tampoco es degenerada, toda matriz no degenerada
posee maitriz inversa, que tampoco es degenerada, y, por fin, la ley
asociativa, cumpliéndose para todas las matrices, se cumple, par-
ticularmente, para las matrices no degeneradas. Por consiguiente,
se puede hablar del grupo de las matrices no degeneradas de orden n
sobre el cnerpo P, tomando por operacién en el grupo el producto
de las matrices; este grupo no es conmutativo para n>= 2.
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El producto de sustituciones, definido en el § 3, da lugar a ejem-
plos muy importantes de grupos finitos no conmutativos. Ya sabe-
mos que, en el conjunto de todas las sustituciones de grado n, la
multiplicacién representa una operacién algebraica, que es, ademais,
asociativa, aunque para n >3 no es conmulativa; también sabemos
que la sustitucion idéntica E sirve de unidad en esta multiplica-
cién y que para cualquier sustitucién existe la sustitucién inversa.
Por lo tanto, el conjunto de las sustituciones de grado n forma grupo
respecto a la multiplicacién, que es ademds finito y de orden n!. Esle
se llama grupe simétrico de grado n, y para n > 3 no es conmutativo.

En lugar de examinar el conjunto de sustituciones de grado n,
consideremos ahora solamente el conjunte de las sustituciones

pares, compuesto, como ya sabemos, de %n! elementos. Aplicando

el teorema demostrado en el § 3, segin el cual la paridad de la
sustitucion coincide con la paridad del namero de trasposiciones
que forman parte en cualquiera de las descomposiciones de esla
sustitucién en producto de trasposiciones, se obliene, que el pro-
ducto de dos sustituciones pares es una sustitucion par; en electo, la
descomposicién de AB en forma de un producto de lrasposiciones
se obtiene yuxtaponiendo las descomposiciones correspondientes
de A y B. Ya se sabe que es asociativa la multiplicacion de susli-
tuciones: es evidente, que la sustitucién idéntica es par. Por fin,
es par la sustitucién 4 -1, si es par la sustitucién 4; esto es debido
aunque so6lo sea al hecho de que las expresiones de estas sustituciones
se pueden obtener una de otra permutando de sitio las filas superior
e inferior, o sea, que ellas contienen igual niimero de inversiones.
Por consiguiente, el conjunto de las sustiluciones pares de n grado

W ) 1
representa un grupo finito respecto a la multiplicacién, de orden - n!.

Este se llama grupo alternado de grado n; es facil comprobar que
este grupo no es conmutativo para n>4, a pesar de que es con-
mutativo para n — 3.

Los grupos simélrico y alternado desempefian un gran papel en
la teoria de los grupos finitos y también en la teoria de Galois.
Sefialemos que, por analogia con los grupos alternados, seria impo-
sible construir con las sustituciones impares un grupo respeclo
a la multiplicacidn, puesto que el producto de dos sustituciones
impares siempre es una sustitucién par.

Las diversas ramas de la geometria proporcionan numerosos
cjemplos de grupos distintes. Indiquemos un ejemplo sencillo de
este género: el conjunto de todas las rotaciones de una esfera alre-
dedor de su centro representa un grupo, pero no conmutativo, si es
que llamamos producto de dos rotaciones al resultado de su realiza-
cion consecutiva.
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§ 64. Subgrupos

Un subconjunto A de un grupo & se llama subgrupo de éste si ¢l
misino representa un grupo respecto a la operacion definida en el
grupo .

Para verificar que el subconjunto 4 del grupo G forma un sub-
grnpo de este grupo, es suficiente comprobar: 1) si contiene A el
producto de dos elementos cualesquiera de A; 2) si contiene A,
junto con cada uno de susg elementos, el elemento inverso. Ein efecto,
del cumplimiento de la ley asocialiva en el grupo G se deduce su
cumplimiento para los elementos de A, y la pertenencia de la unidad
del grupo &G a A es consecuencia de 2) y 1).

Muchaos de los grupos senalados en el parralo anterior representan
subgrupos de otros grupos indicados alli mismo. Asi, el grupo adi-
tiva de los niimeros pares representa un subgrupo del grupo aditivo
de los nimeros enteros, y este nltimo a su ver es un subgrupo del
erupo aditive de los niimeros racionales. Todos eslos grupos, como
en general los grupos adilivos de nimeros represenian subgrupos
del grupo aditivo de los mimeros complejos. El grupo multiplica-
tivo de los nimeros reales posilivos representa un subgrupo del
grupo multiplicativo de todos los niimeros reales diferentes de cero.
21 grupo alternado de grado n es un subgrupo del grupo simétrico
del mismo grado.

Subrayemos, que la condicion que figura en la definicion de
subgrupo, de que el subconjunto A del grupo & sea grupo respecto a la
operacion definida en el grupo G, es esencial. Asi, el grupo multi-
plicativo de los niimeros reales positivos no representa un subgrupo
del grupo aditive de todes los nimeros reales, a pesar de que el
primer conjunto esti contenido en el segundo como subconjunto.

Si en el grupo G se han tomade los subgrupos A y I3, su inlersec-
cicn A\ B, es decir, el conjunto de los elementos pertenecientes a Ay
a B, también es un subgrupo del grupo G,

En efecto, si los elementos x e y perlenecen a la interseccidn
A B, estos pertenecen al subgrupo A, y por eso, el producto xy
y el elemento inverszo "' también pertenecen a 4. Por las mismas
razones, los elementos xy v ' pertenecen también al subgrupo B,
¥y por eso, éstos perlenecen también a A N 5.

Como ficilmenle se ve, el resultado oblenido no sélo es justo para
dps grupos, sino que también lo es para un ntmero cualquiera de
subgrupos, finilo e inclusgo infinito.

El subeonjunto del grupo G formado por el solo elemento 1,
representa, evidentemente, un subgrupo de esle grupo; este sub-
grupo, que esta contenido en cualquier otro subgrupo del grupo G,
se llama subgrupo unidad del grupo G. Por olra parte, el mismo gro-
po G representa uno de sus subgrupos.
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Los llamados subgrupos ciclicos sirven de ejemplos interesantes
de subgrupos. Introduzcamos primero el concepto de potencia de un
elemento @ de un grupo G. Siendo n un nimero natural arbitrario,
el producto de n elementos iguales al elemento a se llama potencia
del elemento @ de grado n y se indica mediante a". Las potencias
negativas del elemento a se pueden determinar, bien como elementos
del grupo G, inversos a las potencias positivas de este elemento,
o bien como el producto de unos cuantos factores, iguales al ele-
mento a~l. En la realidad, estas definiciones coinciden:

(@)1= @), n>0. (1)

Para la demostracién, es suficiente tomar el producto de 2n factores,
de los cuales, los n primeros sean iguales a @ y los demis, a a™,
v efectuar todas las simplificaciones. El elemento igual a ambos
miembros de la igualdad (1), se indicard mediante a~". Convengamos,
por fin, en entender por la potencia cero a® del elemento a, el elemen-
mento 1

Obsérvese, que si la operacién en el grupo G se llama suma,
en lugar de las potencias del elemento @ se debe hablar de los miil-
tiplos de este elemento, escribiéndolos mediante ka.

Ficilmente se comprueba que en cualquier grupo G, para las
potencias de cualquier elemento a con cualesquiera exponentes m
v n, positivos, negalivos o ceros, se verifican las igualdades:

ari -(II‘JI foey aru'nﬂ — aﬂ-l—j“‘ (2)
(aﬂ)ln — anlu. (3)

Designemos con {a} el subconjunto del grupo G formado por
todas las polencias del elemento a; el mismo elemento a Lambién
esti incluido en él, representando la primera potencia. Kl subcon-
junto {a} es un subgrupo del grupo G: el producto de elementos de
{a} pertenece a {a}, en virtud de (2); el elemento 1, igual a &%, per-
tenece a {a} y, por fin, {a} junto con cada elemento suyo contiene
al elemento inverso, puesto que de (3) se deduce la igualdad

(e"yt=a™".

El subgrupo {a} se llama subgrupo ciclico del grupo G, engendrado
por el elemento a. Como muesira la igualdad (2), este subgrupo
siempre es conmutativo, incluso cuando el mismo grupo G no sea
conmutativo.

Senalemos, que anteriormente no se habia afirmado nunca que
todas las potencias del elemento a son diferentes elementos del
grupo. Si esto es verdaderamente asi, entonces a se llama elemento
de orden infinito. Sin embargo, supongamos que enlre las polencias
del elemento @ haya algunas ignales, por ejemplo, a® = a' siendo
Je 5= 1; esto siempre tiene lugar en el caso de grupos finitos, pero puede
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ocurrir Lambién en un grupo infinito. Si &k = I, se tiene
ah—! — 1‘

es decir, existen polencias positivas del elemento @ que son iguales
a la unidad. Supongamos que n es la polencia positiva menor del
elemento a, que es igual a la unidad, o sea, que

1) a"—=1, n=0,
2) si @"=1, k=0, entonces k=n.

En esle caso, se dice que a es un elemento de orden finito, precisa-
menle, de orden n.

Es fiacil observar que, si el elemento a es de orden finito n, todos
los elementos
1, a, @ ..., gt (4)

son diferentes. Cualguiera otra potencia del elemento a, positiva o nega-
tiva, es igual a uno de log elementos (4). lin electo, si & es un niimero
entero arbitrario, dividiéndolo por n se obtiene:

k=ng-tr, 0=
¥, por eso, en virtud de (2) y (3),
a*={(aM)7-a" =a". (9)
De esto se deduce que, si el elemento a es de orden finito
ny a'=1, entonces k se divide por n, Por otra parte, como

—1=n(—1)-+({n—1).
pare el elemento a de orden finito n,
a—!=an—1,

Como el sistema (4) contiene n elementos, de los resultados obte-
nidos anteriormente se deduce que, para un elemento a que tiene orden
finito, su orden n coincide con el orden (o0 sea, con el nimero de los
elementos) del subgrupo ciclico {a}.

Sefialemos, por fin, que todo grupo posee un elemento finico de
primer orden: éste es el elemento 1. Es evidente, que el subgrupo
ciclico {1} coincide con el subgrupo unidad.

Grupos ciclicos. Un grupo G se llama ciclico si se compone de
las potencias de uno de sus elementos @, es decir, que coincide con
uno de sus subgrupos ciclicos {a}; en este caso, a se llama elemento
generador del grupo G. Es evidente, que todo grupo ciclico es abeliano.

El grupo aditivo de los nimeros enteros sirve de ejemplo de grupo
ciclico infinito, pues todo niimero entero es miltiplo de 1, es decir,
que este nimero es el elemento generador del grupo considerado;
se podria tomar también como elemento generador el nfimero —1.
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El grupo multiplicative de las raices de grado n de la unidad
sirve de ejemplo de grupo finito ciclico de orden n, pues, como se
habia mostrado en el § 19, todas estas raices son potencias de una
de ellas, que es, precisamente, la raiz primitiva.

El teorema que sigue muestra que, con estos ejemplos se agotan
en la realidad todos los grupos ciclicos:

Todos los grupos ciclicos infinitos son isomorfos entre si; son isomor-
fos entre st también todos los grupos ciclicos finitos de un orden dado n.

En efecto, resulta una aplicacién bhiyectiva del grupo ciclico
infinito, con el elemento generador a, sobre el grupo aditivo de los
nimeros enteros, al hacer corresponder a cada elemento a" del pri-
mer grupo el nimero k; esta aplicacion representa un isomorfismo,
puesto que de acuerdo a (2), al multiplicar las potencias del ele-
mento @ se suman los exponentes. Si se da un grupo ciclico finito G
de orden n, con el elemento generador a, entonces designando con g
una raiz primitiva de grado r de ]a um(lad asociamos a cada elemento

"% del grupo G el nimero &, 00 < k << . Esto representa una apli-
cacion biyectiva del grupo G sobre el grupo multiplicalivo de las
raices de grado n de la unidad, cuyo isomorfismo se deduce de
@) y ().

Este teorema da la posibilidad de hablar simplemente del grupo
ciclico infinito, o bien del grupo ciclico de orden n.

Demostremos ahora el teorema siguiente:

Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

En efecto, sea G {a} un grupo eciclico con el elemenio gene-
rador a, finito o infinito, y sea A un subgrupo del grupo 6. Se puede
suponer que A es diferente del subgrupo unidad, pues, en caso con-
trario, no habria que demostrar nada. Supongamos que @ es la
potencia positiva minima del elemento «, contenida en ;5 tal
potencia existe, puesto que =i 4 contiene el elemento a7, s = (),
diferente de 1, contiene también el elemento @', inverso de ¢él. Supon-
gamos que A contiene lambién al elemento a', == 0, y que ! no es
divisible por k. Entonces, si d.!d = 0, es el maximo comin divisor
de los nimeros & y /. exislen unos niimeros enleros u y v tales, que

fu -+ lv=d,
y por eso, el subgrupo A tiene que contener al elemento
(al.')u_ (“I)!: :ad'

pero como por la hipdtesis d-:xl., llegamos a una conlradiceién
(on Ia eleccmn del elemento a”. Con esto, queda demostrado gue
- (a").
Doswmposmlén de un grupo en clases con relacién a un subgrupo.
Tomando en el grupo G los subconjuntos M y N, por producto MN
de ellos se entiende el conjunto de los elementos del grupo G que se



414 Cap XIV Grupos

pueden representar, aunque s6lo sea de un modo, en forma de un
producto de un elemento de M por un elemento de N. Del cumpli-
miento de la ley asociativa para la operacion en el grupo se deduce
si eumplimiento para la multiplicacién de los subconjunios del grupo:

MN)YP =M (NP).
( (

Naturalmenle, uno de los conjuntos A, ¥ puede eslar compuesto
de un solo elemento a. En este caso, se obtiene el producto aN del
elemento por el conjunto o el producto Ma del conjunto por el elemento.

Supongamos que en el grupo G se ha dado un subgrupo arbitra-
rio 4. Si x es un elemento cualquiera de G, el producto z4 se llama
clase adjunta a la izquierda del subgrupo A en el grupo G, engendrada
por el elemento x*. Iis comprensible, que el elemento x estd contenido
en la clase adjunta xA, puesto que el subgrupo A contiene la unidad,
y -1 — a.

Toda clase adjunta a la izquierda es engendrada por cualquiera de
stts elementos, es decir, que si el elemento y pertenece a la clase
adjunta zA, enlonces,

yAd =z, (6)
En efecto, i se puede representar en la forma
y =xa?

donde @ es un elemento del subgrupo A. Por eso, para cuoales-
quiera elementos a” y " de A, se tiene

ya' = (au'),

ra" =y (a'a").
con lo que queda demostrada la igualdad (6).

De esto se deduce que dos clases adjuntas a la izquierda cuales-
quiera del subgrupo A en el grupo G, o coinciden, o no lienen ningun
elemento comiin. En efecto, si las clases adjuntas z4 e yA contienen
un elemento comun z, se tiene:

2d=zA=yA.

Por lo tanto, todo el grupo G se descompone en clases adjuntas
a la izquierda, disjuntas respecto al subgrupo 4. Esta descomposi-
citn se llama descomposicion del grupo G en clases a la izquierda respecto
del subgrupo A.

Adviértase que una de las clases adjuntas a la izquierda de esta des-
composicion coincide con el mismo subgrupo A; esta clase estd

* A veces, se llama clase de restos, clase residual o simplemente clase
y también cogrupo. Para evitar confusiones, advirtamos, que un cogrupo nunca
es un subgrupo, a excepecién del cogrupo engendrado por el elemento unidad
{o por cualquier elemento del subgrupo A) que coincide con el mismo subgrupo A.
(Nota del T.).
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engendrada por el elemento 1, o, en general, por cualquier elemento
a de A, puesto que
ad = A.

Es obvio, que llamando al producto Ax clase adjunta a la derecha
del subgrupo A en el grupo G, engendrada por el elemento z, de modo
andlogo obtendriamos la descomposicion a la derecha del grupo G
respecto del subgrupo A. Naturalmente, para un grupo abeliano,
ambas descomposiciones, a la izquierda o a la derecha, respecto de
cualquier subgrupo coinciden, es decir, se puede hablar simplemente
de la descomposicion del grupo respecto del subgrupo.

Asi, pues, la descomposicién del grupo aditivo de los niimeros
enteros con respecto del subgrupo de los niimeros que son miltiplos
del nimero k, se compone de k clases residuales distintas, engendra-
das por los ntmeros 0, 1, 2, ..., &k —1, respectivamente. En
este caso, en la clase residual, engendrada por el niamero
1,000 < k — 1, estan comprendidos todos los nimeros que al ser
divididos por k& dan el resto /.

Cuando el grupo no es conmutativoe, sus descomposiciones respec-
to de un subgrupo pueden ser distintas.

Veamos, por ejemplo, el grupo simétrico de 3¢7 grado S3, donde,
de acuerdo al § 3, se escribiran sus elemenlos mediante ciclos.
Tomemos en calidad de subgrupo A el subgrupo ciclico engendrado
por el elemento (12); este subgrupo consla de la sustitucién idéntica
v de la sustitucién (12) misma. Las otras clases adjuntas a la izquier-
da son: la clase (13)-4, que se compone de las sustituciones (13)
y (132) y la clase (23) -4, que se compone de las sustituciones (23)
v (123). Por otra parte, las clases adjuntas a la derecha relativas
al subgrupo 4 son: el mismo subgrupo 4, la clase A -(13), compuesta
de las sustituciones (13) y (123), v la clase A -(23), compuesta de las
sustituciones (23) y (132). Vemos, pues, que en este caso, la descom-
posicion en clases a la derecha se diferencia de la descomposicién
en clases a la izquierda.

En el caso de grupos finitos, la existencia de descomposiciones
de un grupo en clases respecto de un subgrupo nos lleva al siguiente
teorema importante:

Teorema de Lagrange. En todo grupo finito, el orden de cualquier
subgrupo es un divisor del orden del mismo grupo.

EEn efecto, supongamos que en el grupo finito & de orden n se
haya dado un subgrupo 4 de orden k. Consideremos la descompo-
sicion del grupo G en clases a la izquierda respecto del subgrupo A.
Supongamos que ésta consla de j clases; el nimero j se llama indice
del subgrupo A en el grupo G. Cada clase adjunta a la izquierda x4
consta de k elementos, exactamenle, puesto que si

Tty = o,
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donde a; y a, son elementos de A, entonces, a,— a,. Por lo tanto,
n= .‘f.i, (T)
que es lo que se queria demostrar.

Como el orden de un elemento coincide con el orden de su subgro-
po ciclico, del teorema de Lagrange se deduce que el orden de cada
elemento de un grupe finito es divisor del orden del grupo.

Del teorema de Lagrange se deduce también, que todo grupo
finito, cuyo orden es un nidmero primo, es ciclico. En efecto, este
grupo tiene que coincidir con el subgrupo ciclico engendrado por
cualquiera de sus elementos, diferente de la unidad. En virtud de Ia
descripeidn obtenida anteriormente de los grupos ciclicos, resulla
que, para cualquier niimero primo p, existe solamente un grupo finito
de orden p, salvo un isomorfismo.

§ 65. Divisores normales, grupo cociente, homomorfismos

Un subgrupo A de un grupo G se llama diviser normal de este
grupo (o subgrupo invariante*), si la descomposicion del grupo G
en clases a la izquierda respecto del subgrupo 4 coincide con la
descomposicion correspondiente a la derecha.

Por lo tanto, todos los subgrupos de un grupo abeliano son divi-
sores normales del mismo. Por otra parte, en cualquier grupo G,
el subgrupo unidad y el grupo mismo son divisores normales:
ambas descomposiciones del grupo G en clases respecto del
subgrupo unidad coinciden con la descomposicién del grupo en
elementos separados, ambas descomposiciones del grupo G en clases
con respecto de este mismo grupo constan de una sola clase G.

Senalemos unos ejemplos mas interesantes de divisores normales
en grupos no conmutativos. En el grupo simétrico de 3¢ grado S,
el subgrupo ciclico del elemento (123}, que consta de la sustitucién
idéntica y de las sustituciones (123) ¥ (132), representa un divisor
normal: en ambas descomposiciones del grupo S; en clases con res-
pecto de este subgrupo, la segunda clase adjunta consta de las susti-
tuciones (12), (13) vy (23).

En general, en el grupo simétrico S de grado n, el grupo alter-
nado A4, de grado n es un divisor normal. En efecto, el orden del

grupo A, es igual a % n!, por lo cual, cada clase adjunta del subgrn-

po A, en el grupo S, tiene que estar constituida de la misma canti-
dad de elementos y, por consiguiente, solamente existe una clase mas
de éstas, que es precisamente el conjunto de las sustituciones impares.

En el grupo multiplicativo de las matrices cuadradas no degene-
radas de orden n, cuyos elementos perienecen al cuerpo P, las matri-

* También se llama subgrupe normal, o subgrupo distinguido. (Nota del T.).
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ces, cuyos delerminantes son iguales a 1, forman, evidentemente,
un subgrupo. Este es, incluso, un divisor normal, puesto que las
clases adjuntas a la derecha y a la izquierda de este subgrupo, engen-
dradas por la matriz M, representan, tanto una como otra, la clase
de todas las matrices, cuyos determinantes son iguales al determi-
nante de la matriz M: es suficiente recordar que al multiplicar las
malrices se multiplican sus delerminantes.

A la definicién de divisor normal expuesta anteriormente se le
puede dar la forma siguiente:

Un subgrupo A de un grupe G se llama divisor normal de este
grupo, si para cada clemento x de G

A = Ar, (1)

es decir, que para cada elemento = de G y para cada elemento a de 4,
se pueden elegir en A unos elementos a’ y a” tales que

"

ra- @'z, ar-—zxa’. (2)
Se pueden indicar también olras definiciones de divisor normal,

equivalentes a la inicial. Asi, llamaremos conjugados a los elemenlos
a y b del grupo G, si existe en G al menos un elemento z tal, que

b=alax; (3)
suele deeirse que b es el elemento transformado del elemenlo a median-
te (o por) el elemento z. Es evidenle, que de (3) se deduce la igualdad

¢ = xbzt = {1y bz,

Un subgrupo A del grupo G es un divisor normal de éste cuando,
y silo cuando, junto con cada uno de sus elementos a contiene también
a lodos los elementos conjugados del mismo en G.

Iin efecto, si A es un divisor normal en G, entonees, en virtud de
(2), para un elemento elegido @ de A y para cualquier elemento z
de 6, se puede hallar en A un elemento a” tal, que

axr = za’.
De aqui que

zlaz = a”,
es decir, que cada elemenlo conjugado con a perienece a A. Recipro-
camente, si el subgrupo A, junto con cada uno de sus elementos a,
conliene también todos los elementos conjugados con él, entonces,
A contiene, en particular, al elemento

xlar —=a”,
de donde se deduce la segunda de las igualdades (2). Por la misma
causa, A contiene también al elemento

(z M 'axt=zaz' =a’,

de donde se deduce la primera de las igualdades (2).

/427 —252



A8 Cap. XIV Grupos

Aplicando este resultado, es facil demostrar que la interseccicn
de cualesquiera divisores normales del grupo G también es un divisor
normal de este grupo. En efecto, si A v B son divisores normales del
grupo G, entonces, como se ha mosirado en el parrafo anterior, la
interseccion A B representa nn subgrupo del grupo G. Sea ¢ un
elemento cualquiera de AN y sen z un elemento cualquiera del
grupo G. Eutonces, el elemenlo z7'cx Liene que pertenccer lanto a .1
como a B, puesto que ambos divisores normales contienen al cle-
menlo ¢, De aqui se deduce, que el elemento z7'cx perlenece a la
intersecciéon A 1 B.

Grupo cociente (o grupo [actor) *. La importancia del conceplo
de divisor normal se gebc a que, de un modo muy natural, con las
clases adjuntas relativas a un divisor normal (en virtud de (1).
se puede no hacer distincion entre las clases adjuntas a la izquierda
y a la derecha), se puede formar un nuevo grupo.

Obsérvese primero, que si A es un subgrupo arbitrario de un
grupo G, se liene,

Ad - A, (4)
pues, el producto de dos elementos cualesquiera del subgrupo A
pertenece a A y, por olra parle, multiplicando todos los elementos
de A por la unidad, se obtiene ya lodo el subgrupo 4.

Supongamos ahora que 4 sea un divisor normal del grupo 6.
En este caso, el producto de dos clases adjuntas cualesquiera, relativas
al subgrupe A (en el sentido de multiplicacién de subconjuntos del
grupo G), representa también una clase adjunia respecto de A. En efeclo,
aplicando la ley asociativa del producto de subconjuntos del grupo.
la igualdad (4) y la igualdad

yd — Ay

(compérese con (1)), entonces, para cualesquiera elemenlos x ¢ y
del grupo G, obtenemos:

xA-yA=zyAA = zyA. (5)

La igualdad (5) muestra que, para hallar el producto de dos
clases adjuntas dadas del divisor normal 4 en el grupo G, se deben
elegir en estas clases sendos representantes de un modo arbitrario
(recordemos, que toda clase adjunta es engendrada por uno cual-
quiera de sus elementos) y se debe tomar la clase que contenga al
producto de estos representantes.

* A pesar de que el autor emplea solamente la denominacidn de grupo fac-
tor, sin embargo, a continuacion, utilizaremos la denominacién de grupo cocien-
te, que es mis corriente en castellano y que, por eierto, designa lo mismo. Véase
la version castellana de la obra de Birkhoff v MacLane «Algebra Modernas,
traducida por R. Rodriguez Vidal, Editorial Teide, Barcelona, pig. 171.
(Nota del. T.).
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De este modo, en el conjunto de todas las clases adjuntas del
divisor normal A en el grupo G, se ha definido una operacién de
multiplicar. Demostremos que, en este caso, se cumplen todas las
condiciones inherentes a la definicién de grupo. Fn efecto, la asocia-
tividad de la multiplicacién de las clases adjuntas se deduce de la
asociatividad de la multiplicaciéon de los subconjuntos del grupo.
EL papel de la unidad lo desempeiia el mismo divisor normal 4, que
representa una clase adjunta en la descomposicién de G respecto
de A: precisamente, en virtud de (4) y (1), para cualquier z de G,
se Liene: )

Ad-A=xA4, A-zA=xAA —zA.

Finalmente, el inverso para la clase adjunta zA4 es la clase adjunta
x4, pues,
rAd-x'A—=1.A=A.

El grupo que hemos formado se denomina grupe cociente del gru-
po G poreldivisor normal A y se designa con la notacion G/A.

Vemos, pues, que con cada grupo se asocia loda una serie de
grupos nuevos: sus grupos cocientes por diversos divisores normales.
Es comprensible que, en este caso, el grupo cocienle del grupo @
por el subgrupo unidad es isomorfo al mismo grupo G.

Todo grupo cociente G/A de un grupo abeliano G es también
abeliano, puesto que de xy = yx se deduce que

xA-yA — ayd =y A =yA-xA.

Todo grupo cociente G/A de un grupo ciclico G es también cielico,
puesto que si & es engendrado por el elemento g, 6 = {g}, y si se
ha dado una clase adjunta arbitraria x4, existe un niimero entero k

tal, que
r=igh

v por eso,
A = (gA)~.

El orden de cualquier grupo cociente G/A de un grupo finito G es
un divisor del orden del grupo mismo. En efecto, el orden del grupo
cociente G/A es igual al indice del divisor normal A en el grupo G
y, por eso, se puede aplicar la igualdad (7) del parrafo anterior.

Veamos unos cuantos ejemplos de grupos cocientes. Como en el
grupo aditive de los nimeros enteros, el subgrupo de los niimeros
que son miltiplos de un niimero natural & tiene el indice & (véase ol
parrafo anterior), el grupo cociente de nuestro grupo por esle sub-
grupo es un grupo finito de orden & que, ademis, es ciclico, puesto
que el mismo grupo considerado es ciclico.

27*
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El grupo cociente del grupo simétrico S, de grado » por el grupo
alternade A, de grado », es un grupo de 2° orden, que, como el ntune-
ro 2 es primo, represenla un grupo ciclico (véase el final del parrafo
precedente).

Anleriormente habian sido descritas las clases adjuntas en el
grupe mulliplicativo de las matrices no degeneradas de orden n,
cuyos elemenlos perlenecen a un campo £, relativas al divisor
normal formado por las matrices cuyos delerminantes son iguales a 1.
De esta deseripeion se deduce que el grupo cociente correspondiente
es isomorfo al grupo multiplicative de los ndmeros del campo /7
que son diferentes de cero.

Homomorfismes. Los conceplos de divisor normal y de grupo
cociente estan estrechamente ligados cori la siguiente generalizacion
del concepto de isomorfismo,

Lina aplicacién @ de un grupo G sobre ny grupo G/, que hace corres-
ponder a cada elemento @ de ¢ un elemento univocamente determi-
nado &’ = ap de G, se llama homomorfismo de G sobre G, si en esta
aplicacién cada elemento a’ de & sirve de imagen de cierto elemen-
toade G, a’ = ay, y si, para cualesquicra elementos a, b del grupo @,

(ab) ¢ =ag - by,

Bs abvio, que si se requiriese ademis que la aplicacidn ¢ luese
biyectiva, obtendriamos la delinicion ya conocida de isomorfismo.

St @ es un homomorfismo del grupo G sobre el grupe G’ y 1 y a son,
respectivamente, la unidad y un elemento arbitrarie del grepo G,
siendo 17 la unidad del grupo G', se tiene:

1y =17,
(@) ¢ = (aq) ™.

En efecto, si 1¢ =¢" ¥ 2’ es un elemento arbitrario del grupe &',
enlonces existe en G un elemento x lal, que x¢ = 2. De aqui que
z'=zp=(r-1)p=a¢-lg=x"-¢.

De un meodo andlogo

y. por consiguiente, ¢’ = 1’.

Por otra parte, si (@) ¢ ==>', se tiene

I'=1p=(aa ) g==ap-(a)y =ag.b
y, de un modo anilogo,
1"=b"-aq,

de donde b = (ag)?.

Llamemos nicleo del homomorfismo @ del grupo G sobre el
grupo G’ al conjunto de los elementos del grupo G, a los que en la
aplicacion ¢ corresponde la unidad 1’ del grupo G'.
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E1 niicleo de cualquier homomorfismo ¢ del grupo G es un divisor
normal del grupe G.
En efecto, si los elementos a, & del grupe G pertenecen al niicleo
del homomorfismo @, o sea,
ay=bep=1",
se tiene
(ab)p=ag-bp=1"-1"=1",

es decir, el producto ab también pertenece al nicleo del homo-
morfismo ¢. Por otra parte, si ag=1’, se tiene

(@) g=(ag)t=1""=1",

es decir, a! pertenece al nicleo del homomorfismo ¢. Por fin,
si ag=1" y z es un elemento arbitrario del grupo G, enlonces

(zlax) ¢ = () g-ag-zq = (ze)t-1"-2¢=1".

In resumen, tenemos que el nicleo del homomorfismo considerado
representa un subgrupo del grupo G que, junto con cada uno de
sus elementos, contiene también a los elemenlos conjugados; es, pues,
un divisor normal.

Sea, ahora, A un divisor normal arbitrario del grupo G. Haciendo
corresponder a cada elemenlo x del grupo G la clase adjunta z4,
relativa al divisor normal A, a la que perlenece el mismo elemento,
obtenemos una aplicacién del grupo & sobre todo el grupo cociente
G/A. De la definicién de la multiplicacién en el grupo G/A (véase (5)),
se deduce que esta aplicacién es un homomorfismo.

I:1 homomorfismo obtenido se llama homomorfismo natural
del grupo G sobre el grupo cociente G/A. s evidente, que ¢l mismo
divisor normal A sirve de nicleo de este homomorfismo.

De aqui que los divisores normales del grupo G, y silo ellos, sirven
de niicleos de homomorfismos de este grupo. Esle resultado se puede
considerar como una definicién mis de divisor normal.

Resulia que con los grupes cocientes del grupo & se agolan todos
los grupos sobre los que puede aplicarse el grupo G de un modo
homomorfo, y con los homomorfismos naturales sobre sus grupos
cocientes se agotan todos los homomorfismos del mismo. Precisando,
se verifica el siguienle

Teorema de” los! homoemorfismos. Supongamos que se haya dado
un homomorfismo ¢ del grupo G sobre el grupo G y que A es el nicleo
de este homomorfismo. Entonces, el grupe G’ es isomorfo al grupo
cociente G/A, y ademds, existe una aplicacién isomorfa o del primero
de estos grupos sobre el segundo tal, que el resultado de la realizacién
consecutiva de las aplicaciones ¢ y © coincide con el homomorfismo
natural del grupo G sobre el grupo cociente G/A.

a2T—252
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En efecto, sea 2’ un elemento arbitrario del grupo &', y x, un
elemento tal del grupo G, que zp = z'. Como para cualquier elemen-
to a del nicleo A4 del homomorfismo ¢ se verifica la igualdad
ap = 1’, se tiene

(xa) ¢ —aqp.ap—2a'.1" — ",

0 sea, que todos los elementos de la clase adjunta x4 se representan
en ¢ por el elemento x'.

Por otra parte, si z es un elemento cualquiera del grupo @ tal,
que zp == z’, se tiene

(x—lz) - x—l‘P_zlp - (x{p)-l 3 = I'-l‘.l'," = 11.

o0 sea, que x7'z pertenece al nicleo A del homomorfismo . Poniendo
z7'z = a, se liene z = za, o sea, el elemento z pertenece a la clase
adjunta zA4. Por consiguiente, reuniendo todos los elementos del
grupo & que en el homomorfismo ¢ se Lransforman en un elemento
fijado 2" del grupo G*, obtenemos exactamente la clase adjunta x4.

La correspondencia o que asocia a cada elemento 2° de G’ la clase
adjunta del grupo G relativa al divisor normal A, que consla de
todos los elementos del grupo @, que en la aplicaciéon ¢ tienen por
imagen a 2’, es una aplicacién biyectiva del grupo G sobre el grupo
G/A. Esta aplicacién o es un isomorfismo, puesto gue si

z'o=xd, yo-—yd,

0 sea, si
=z yy=y’,
entonces,
()@ zg.yq- 2y,
@'y )o=zyd=zA-yAd=z'c.y'o.
Finalmente, si ¢ es un elemento arbitrario de G y T =z,
se tiene
(zg)o=2a'c=zA,
es decir, que en la realidad, la realizacién consecutiva del homomor-

fismo ¢ y del isomorfismo ¢ hace corresponder al elemento z la clase
adjunta z4 engendrada por ¢l mismo. El teorema queda demostrado.

§ 66. Sumas directas de grupos abelianos

Queremos acabar este capitulo con un teorema de la teoria de los
grupos mds profundo que aquellas propiedades elementales de los
grupos que se habfan expuesto anteriormente. A saber, basindose
en la descripcién de los grupos ciclicos, ya conocida por el § 64,
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obtendremos en el parrafo siguiente una deseripeidn completa de los
grupos finitos abelianos.

Como esla convenido en la teoria de lpos grupos abelianos, para
la operacion en el grupo se empleard la forma de expresion aditiva:
se hablard de la suma a - & de los elementos a y & del grupo, del
subgrupo nulo 0, de los multiplos ka de cierto elemento a, ete, ete.

Iin este parrafo examinaremos una construccion, cuya exposicién
va a estar adaptada para los grupos abelianos, a pesar de que podria
ser presentada a la vez para grupos cualesquiera (aunque no fuesen
conmutativos). Esta construccién estd dictada por los ejemplos
gue siguen. El plano, considerado como un espacio lineal real de
dos dimensiones, representa un grupo abeliano respecto a la suma de
vectores. En este plano, cualquier recta que pase por el origen de
coordenadas es un subgrupo del grupo indicado. Si A; y A, son dos
rectas de éstas, enlonces, como se sabe, todo vector que parte del
origen de coordenadas se representa univacamente en forma de suma
de sus proyecciones sobre las rectas A, y A.. Anilogamente, todo
vector del espacio lineal de tres dimensiones se expresa univocamente
en forma de wna suma de tres vectores gque pertenecen a lres reclas
dadas A,, A., 43, suponiendo que estas rectas no estén situadas en
un plano.

Se dice que un grupo abeliano G es una suma directa de sus sub-
grupos Ay, Az, oo o, Apy

G=Ay4 Ayt ... 4 An, (I)
si cada elemento & del grupo G se expresa, y ademas, univocamente,
en forma de vna suma de elemenlos a,, @s, . . .. a; lomados en los
subgrupos A,, Az, ..., Ay, correspondientemente:

Tr=ay- gy ... +Qn- (2)

La expresion (1) se denomina descomposicion directa del grupo G;
los subgrupos 4, ¢ = 1, 2, ..., k, se llaman sumandos directos de
esta descomposicion, y el elemento a; de (2), componente del elemento z
en el sumando directo A; de la descomposicion (1), ¢ = 1, 2, .. ., &

i se ha dado una descomposicidn directa (1} del grupo G, i sé todos,
0 unos cuantos, sumandos directos A; de esta descomposicion estan tam-
bién descompuestos en una suma directa

Ai=Aiy - App - .. 11“". ki =1, (5))]
entonces, el grupo G representa una suma directa de todos sus subgrupos
Aij‘ju":‘l‘ 2,..,,}(‘1‘ I.=1, 2,..,'.|ra‘.

En efecto, para un elemento arbitrario x del grupo G existe una
expresién (2) respeclo a la descomposicién directa (1), y para cada
a7+



422 Cap. XIV Grupos

En efecto, sea 2" un elemento arbitrario del grupo G’, y z, un
elemento lal del grupo G, que zq¢ = z', Como para cualquier elemen-
to a del nicleo A4 del homomorfismo ¢ se verifica la igualdad
ap = 17, se tiene

il

o=ty

(xa) p =xq-ap= 2’
0 sea, que Lodos los elementos de la elase adjunta zA se representan
en ¢ por el elemento 2”.
Por otra parte, si z es un elemento cualquiera del grupo G tal,
2 _ q gruy
que zgp — x', se liene
(z7'2) g =2 -z = {aq@y ez =212  =1’,

o sea, que 'z pertenece al nicleo A del homomorfismo ¢. Poniendo
z7'z = a, se tiene z = za, o sea, el elemento z pertenece a la clase
adjunta zA. Por consiguiente, reuniendo todos los elementos del
grupo & que en el homomorfismo ¢ se transforman en un elemento
fijado z” del grupo G*, obtenemos exactamente la clase adjunta zA.

La correspondencia o que asocia a cada elemento z° de G’ la clase
adjunta del grupo & relativa al divisor normal A4, que consta de
todos los elementos del grupo &, que en la aplicacién ¢ tienen por
imagen a z*, es una aplicacién biyectiva del grupo G sobre el grupo
G/A. Esla aplicacién o es un isomorfismo, puesto que si

" a'o=xA, ya- yA,

o sea, si
Ty =y, oy =y,
entonces,
(@y) @ zqg-yq - 2y,
('y)Yo=azyAd=zAd.y4 —2'0.y'0.
Finalmente, si £ es un elemento arbitrario de G v =2z,
se tiene
(zp) o —=z'c =uaA,
es decir, que en la realidad, la realizacién consecutiva del homomor-

fismo @ y del isomorfismo o hace corresponder al elemento z la clase
adjunta x4 engendrada por él mismo. El teorema queda demostrado.

§ 66. Sumas directas de grupos abelianos

Queremos acabar este capitulo con un teorema de la teoria de los
grupos mis profundo que aquellas propiedades elementales de los
grupos que se habfan expuesto anteriormente. A saber, basindose
en la descripcién de los grupos ciclicos, ya conocida por el § 64,
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U'n grupo abeliano G representa una suma directa de sus subgrupos
Ay Asg,y .. ., Ay cuando, y solo cuando, el mismo es engendrado por
estos subgripos,

G={A,, 4 .... 4}, ()

y la interseccion de cada subgrupo Ay, i = 2, ..., k, con el subgrupo

engendrado por todos los subgrupos anteriores Ay, As, .. ., Ay,
contiene solamente al cero,

{4y, Ay, ..., AN A=0,i=2, ..., k. (7)

En efecto, si el grupo G posee una descomposicién directa (1),
enlonces, para cada elemento z de G exisle una expresién (2) y, por
esto, se verifica la igualdad (6). El cumplimiento de la igualdad
{7) es consecuencia de la unicidad de la expresion (2) para cualquier
elemento z: si para cierto i, la interseccién {4, As, - . ., A4}
N A; contuviese un elemento  no nulo, entonces, por una parte, &
se podria expresar como un elemento a; de A;, o sea, * = a;, y por
LS50y

=04 ... 404a;4+0-}... 40 {8)

por olra parte, z, como elemento del subgrupo {4y, 4, ..., 4,4}
posce una expresién de la forma

z=a,4azt ... Fay,
0 sea,

c=a s+ ...+ a0+ ... 0. (9)

Es evidente, quo para el elemento z, (8) v (9) son dos expresiones
distintas de la forma (2).

Reciprocamente, supongamos que se cumplen las ignaldades (6)
¥ (7). De {€) se deduce, que cualquier elemento z del grupo G posee
por lo menos una expresion de la forma (2). Por otra parte, suponga-
mos que para cierto elemento x existen dos expresiones distintas
de la forma (2)

T=at st oG =t @t - g (10)
Entonces, se puede hallar Lal §, i<k, que

Qp = @k, Ohot = ARty - - oy Gy = Fi g, (11)
pero
a; 7= ay,
o sei,
a—ai 0. (12)

Sin embargo, de (9) y {11) se deduce la igualdad

ay—ai = (a;—a) (@, —a) -+ . . . 4 (@ig —a=y),
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que, en virtud de (12), contradice a la ignaldad (7). El teorema queda
demostrado.

El concepto de suma direeta se puede examinar de olro modo
distinto. Sean dados & grupos abelianos arbitvarios Ay, A, ..., Ay,
algunos de los cuales pueden ser isomorfos. Designemos con & el
conjunto de todos los sistemas posibles de Ia forma

(ay, @s, ..., ay), (13)
formados por sendos elementos de los grupos Ay, Aa, ..., A, El

conjunte G se convierte en un grupo abeliano, si la suma de los
sistemas de la forma (13) ge define por la regla:

(ay, az, ..., ap)+A{ay, ay, ..., aq,)=
=(a;-}a;, do-|a, ..., dy- ai), (14)
segin la cual se suman los elementos de los grupos dados Ay, A, . ..

.. ., Ay por separado. Iin efecto, las leyes asocialiva y conmuta-
tiva de esla suma se deducen del cumplimiento de estas leyes en
cada uno de los grupos dados; el papel del cero lo desempena el sistema

(0, Oy, o o0 Un),
donde mediante 0; se senala el elemento nulo del grupo Ay,

i=1,2,..., 4 el elemento opuesto para el sistema (13) es el
sistema

('_ah gy -y, _ak)'

El grupo abeliano & construido se llama suma directa de los
grupos Ay, A», . .., Ay ¥ se designa, como anteriormente, mediante

G- A

La razdon de esta denominaciéon consiste en que el grupo G, que re-
presenta una suma directa de los grupos Ay, As, . . ., Ay en el sentido
que acabamos de definir, se puede descomponer en una suma directa de
sus subgrupos A, A, ..., Ay, que son isomorfos a los grupos
Ay, Ao, ..., Ay, correspondientemente.

Designemos, para esto, mediante A4;, i -1, 2, ..., & el
conjunto de los elementos del grupo G, o sea, de los sistemas de la
forma (13), en los que en el lugar de { figura un elemenlo arbitrario a;
del grupo 4;, y en los demas lugares, los ceros de los grupos corres-
pondientes; éslos son, por consiguiente, los sistemas de la forma

(Ols "-!Ol—la @y, nH-ir ey Ofl)' (15)

La definicién de la suma (14) muestra que el conjunto A; representa
un subgrupo del grupo G; el isomorfismo de este subgrupo con el
grupo A; se obtiene haciendo corresponder a cada sistema (15) el
elemento a; del grupo 4;.
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Queda por demostrar que el grupo G representa una suma directa
de los subgrupos A;, A, ..., 4k En efecto, cualquier elemen-
to (13) del grupe G se puede representar en forma de una suma de
elementos de los subgrupos indicados:

{ay, as, ..., ap) = (ay, O ...,04)
+ (0 an O .., Op) 4 oo (045 Ony ooty Opy, ag).

La unicidad de esta representacion se deduce de que diferentes
sistemas de la forma (13) son diTerentes elementos del grupo G.
Si se han dadoe dos sistemas de grupos abelianos, Ay, As, ..., Ay
y By, Bay ..., By, ylosgrupos Ay y B;, i =1, 2, ..., k, son iso-
maorfos, enfonces los grupos
G=A;+Ap+ ... 4 4y
Yy
H=B+By+...+B
lambién son isomorfos.
En efecto, si para { =1, 2, ..., k, se ha establecido un iso-
morfismo ¢; enlre los grupos A; y B; que hace corresponder a cada
elemento a; de 4; el elemento a;p; de B;, entonces es evidenle, que

la aplicacién ¢ que a cada elemento {a;, as, .. ., a) del grupo G
asocia el elemento del grupo H determinado por la igualdad
(@, az, .o oan) @ = (0191 agfa, - - ., dufn),
es un isomorfismo que aplica al grupe & sobre el gropo /f.
Si se han dado los grupos abelianos finitos Ay, A,, ..., Ay,

cuyos drdenes correspondientes son Ry, Ry, ..., Wy, entonces {a suma
directa G de estos grupos es también un grupo finito y su orden n es
igual al producto de los drdenes de los sumandos directos,

R= 1ty ... Ry. (16)

En efeclo, el nimero de sistemas diversos de la forma (13), para
cala uno de los cunales ¢l elemento @, puede tomar n; valores distin-
Los, el elemento @y, Loma 7y valores distintos, ete. se delermina por
la igualdad (16).

Veamos unos cuanlos ejemplos.

Si el orden n de un grupo ciclico finito {a)} se descompone en un
producto de dos mifmeros nafurales que son primos entre si,

n=st, (s, t)=1,

entonces, el grupo {a} se descompone en una sume directe de dos grupos
ciclicos, cuyos drdenes correspondientes son s y t.
Para el grupo {a} emplearemos la expresion adiliva. Poniendo
b = ta, so tiene
sb={stye=na =9,
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pero, para 0<"k<s,
kb= (kt)a =0,

es decir, el subgrupo ciclico {b} tiene el orden s. Anidlogamente, el
subgrupo ciclico {c} del elemento ¢ = sa tiene el orden ¢ La inter-
seccion {b} ) {c} contiene sélo el cero, puesto que si kb = Ic para
0 <<k<_s, 0<Il<1{, colonces

(kt) a = (Is) a,
y como los ntmeros kt y Is son menores que n, se liene
ket =1s,

lo cual es imposible, ya que los niimeros s y ¢ son primos entre si.
Finalmenle, existen unos nimeros u y v tales, que

su-tv=1,
y, por lo tanto,
a=v(la)4-u (sa)=vb 1 uc,

Yy, por consiguiente, cualquier elemento del grupo {a} se puede
representar como una suma de elementos de los subgrupos {b} y {c}.
Llamaremos a un grupoe abeliano G indescomponible, 8i no puede
ser descompuesto en una suma directa de dos o de unos cuantos
subgrupos, diferentes del subgruopo cero. Un grupo ciclico finito,
cuyo orden es upa polencia de wn nimero primo p, se denomina
grupo ciclico primarie respecto al nimero primo p. Aplicando unas
cuantas veces la proposicién demosirada anteriormente, obtenemos,
que todo grupo ciclico finito se descompone en una suma directa de
grupos ciclicos primarios, respecto a diversos nimeros primos. Mis
exactamente, todo grupo ciclico de orden
n=pipi*... i,
donde py, pa, . . ., Ps Son nimeros primos distintos, se descompone en
una suma directa de s grupos ciclicos que tienen los grdenes p¥1, pke, . . |
sy p:', respectivamente.

Todo grupo ciclico primario es indescomponible.

En efecto, sea dado un grupo ciclico finito {a} de orde.. p*,
donde p es un nimero primo. Si este grupo fuese descomponible,
entonces, en virtud de (7), tendria subgrupos diferentes de cero,
la interseccion de los cuales seria igual a cero. Sin embargo, en la
realidad, todo subgrupo diferente de cero contiene el elemento dife-
rente de cero

b= p"la.
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Para la demostracion, tomemos un elemente arbitrario x diferente
de cero de nuesiro grupo,

ao==sa, <5< ph.
5l ndmero s se puede eseribir en la forma
s=pls’, U= I<<k,

donde el niimero s* ya no es divisible por p y, por consiguiente, éstos
son primos enire si, debido a lo cual, existen unos ndmeros © y v
tales, gue
§'u -t pr=1.
Iintonces,
(P z=(p
=ptr A —pr)a=(p

o sea, el efemento H perlenece al subgrupo ciclico {z}.

El grupo aditivo de los niimeros enteros (o sea, el grupo ciclieo

infinito), y también el grupo aditive de todos los nimeros racionales,
son grupos indescomponibles.
Esto se deduce de que en cada uno de estos grupos, para cual-
quier par de elementos diferentes de cero, existe un comin mualtiplo
dilerenle de cero, es decir, dos subgrapos ciclicos coalesguiera,
diferentes de cero, lienen una interseccion diferente de cero.

Obsérvese que, si en el grupo abeliano G la operacién se llama
multiplicacion, enlonces, se debe hablar del producto directo y no de
la suma directa.

Il grupo multiplicative de los nidmeros reales diferentes de cero
se descompone en un producto directo del grupo mulliplicative de los
nimeros reales positivos y del grupo formado por los nimeros 1 y —1,
respeclo a la multiplicaciin.

Iin efecto, a la interseccion de los dos subgrupos indicados de
nuestro grupe perlenece solamente el niimero 1, gue es el elemento
unidad de este grupo. Por otra parte, todo niimero positivo es igual
al producto de si mismo por el nimero 1, lodo nimero negativo
es igual al producta de su valor absoluto por el nttmere —1.

lr—..'.-]_“s) a (plr .lus:] a

M1 pteya = p*la — v (pha) == p'la=b,

§'67. Grupos abelianos finitos

Tomando cualquier conjunto finito de grupos ciclicos primarios,
algunos de los cuales pueden estar referidos a un mismo numero
primo, o incluso pueden tener un mismo orden, o sea, que
pueden ser isomorfos, la suma directa de ellos representa un grupo
abeliano finito. Resulta, que con eslto se agotan todos los grupos
abelianos [initos:

28- 252
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Teorema fundamental de los grupos abelianos finites. Tudo
grupe abeliano finito G que no es un grupo cero, se descompone en na
suma directa de subgrupos ciclicos primarios.

Comenzaremos la demostracién de esle teorema observando gue
en el grupo G, indispensablemente, existen elementos diferentes de cero,
cuyos ordenes son potencias de niimeros primos. Vo efeclo, si un elemen-
to = del grupo G, diferente de cero, tiene el orden I, ir 0, y
p“. &k =0, es una potencia del nimero primero p lal, que el namero /.

:-'phﬂ'f,

es divisible por ella, enlonces, ¢l elemenlo mz es diferenle de cero
y tiene el orden p”.
Sean
Pis Pav e s (1)

todos los nimeros primos diversos, algunas de cuyas polencias sirven
de ordenes de algunos elementos del grupo G. Designemos con p
cualquiera de estos niimeros, y con £, el conjunto de los elementos
del grupo G, cuyos 6rdenes son potencias del niimero p.

El conjunto P representa un subgrupo del grupo G, En efeclo,
£ contiene al elemento 0, ya gque su orden es igual a 1 - p° Por
otra parte, si p"r = 0, entonces, P (—x) = 0. Finalmente, si
p*r 0, p'y = 0, v si, por ejemplo, &= {, entonces,

k ,
o sea, el orden del elemento z -+ ¥, o bien es el nimero p*, o bien

es un divisor de esle nimero, es decir, es una potencia del nime-

ro p.
Tomando, por p ecada uno de los nmimeros (1), sucesivamente,

obtenemos s subgrupos no nulos,

By PoivssB (2)
El grupo G es una suma directa de estos subgrupos,
G=Py4-Pyt...+P, (3)

En efecto, si # es un elemento arbitrario del grupo &, su orden [
s6lo puede dividirse por ciertos nimeros primos del sistema (1),

E=F 5 e P8

donde k; >0, i = 1, 2, . .., s. Por eso, como se habia demostrado
al final del parrafo anterior, el subgrupo ciclico {z} se descompone
en una suma directa de subgrupos ciclicos primarios que tienen los
ordenes pki, pk2 . . ., p:s respeclivamente. Estos subgrupos cicli-
208 primarios pertenecen a los subgrupos (2) correspondientes y, por
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consiguiente, el elemento x se representa en forma de una suma de
elementos, tomados uno por uno en todos o en unos cuantos de los
subgrupos (2). De este modo, queda demostrada la igualdad

G={Py, Py, ..., P},
que es andloga a la igualdad (6) del pérrafo anterior.

. Para demostrar la igualdad, analoga a la igualdad (7) del mismo
parrafo, tomemos cualquier i, 2 < i <s. Entonces, cualquier elemento

y del subgrupo {P,, P,, ..., P;_y} tiene la forma
y=aytas+ ... 4a;y,
donde el elemento a;, j =1, 2, ..., i —1, pertenece al subgrupo

Py, es decir, tiene el orden p:.‘.f. Entonces,

fy e

(P'P3? ... -y =0,

o sed, el orden del elemento y es cierto divisor del nimero phpks o

k " . ” .
cep, i" ¥, por consiguiente, el elemento y, si es diferente de cero,

30 puede pertenecer al subgrupo P;. De esle modo, queda demostra-
0, que

{Plv P2"'-!Pl—l}npi=0v

que es lo que se queria demostrar.

Obsérvese que el grupo abeliano en el que los érdenes de todos los
elemenlos son potencias de un mismo nmero primo p, se denomina
primario respecto del nimero p. Los grupos ciclicos primarios son
casos particulares de los grupos primarios. Por lo tanto, los sub-
grupos (2) son primarios. Estos se llaman componentes primarios del
grupo &, y la descomposicién directa (3), descomposicion de este
gripo en componentes primarios. Como los subgrupos (2) estin deter-
minados univocamente en el grupo G, la descomposicién del grupo G
en componentes primarios se determina univocamente.

s comprensible, que la descomposiciéon de todo grupo abeliano
finito en una suma directa de grupos primarios reduce la demostracién
del teorema fundamental al caso de un grupo abeliano finito primario
P, respecto de cierto niimero primo p. Examinemos este caso,

Sea @; uno de los elementos del grupo P que tienen en éste el
orden maximo. 8i, luego, oxisten en el grupo P elementos, diferentes
de cero, las intersecciones de cuyos subgrupos ciclicos con el subgrupo
ciclico {a;} son iguales a cero, entonces, mediante a, indicamos uno
de los elementos de orden maximo entre los elementos que poseen
esla propiedad; por lo tanlo,

{as} N {az}=0.

28+
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Supongamos que ya se han elegido los elementos a,, az, . . ., a;_,.

El subgrupo del grupo P, engendrado por sus subgrupos ciclicos,
lo indicaremos mediante {a,, @, ..., a;_4},

Harh daeh - {aig}) - {ay a0 i) (4)

Es evidente, que éste se compone de lodos los elementos del grupo 7
que se pueden expresar en forma de una suma de elementos, milti-
plos de los elementos ay, a,, .. ., a; ,; diremos que este subgrupo
estd engendrado por los elementos a,, as, ..., ;.. Designemos
ahora con a; uno de los elementos de orden maximo entre los elemen-
tos del grupo 22, las inlersecciones de cuyos subgrupos ciclicos con el
subgrupo {ay, as, .. ., a;;} son iguales a cero; por lo lanlo,

iy @a oo @-g) N {a} =0. )

Comao el grupo P es [inilo, este proceso tendra fin; supongamos
gue esto ocurre después de que se han elegido los elementos
ay, ... @ Designando con P el subgrupo engendrado por
eslos l‘ll'I]l('IItUﬁ.

Pt = {dy, ey sos 5850
0 sea,

P ={{a}, {as), ... {ad}h (6)

se liene que el subgrupo ciclico engendrado por cualquier elemen-
to del grupo 7, dilerente de cero, tiene con el subgrupo /' wuna

interseceién no nula.
En virtud de (4), la igualdad (6} y la igualdad (3), que se veri-

fican para i 2, 3, ..., s, muestran que el subgrupo P’ es una
suma directa de los subgrupos eciclicos {a,}. {a.} ., ..., {a.},
P ey} {ash - - {ag) (7)

Queda por demostrar que el subgrupe P’ coincide en la realidad
con todo el grupo .

Sea x un elemento cualquiera del grupo P que tenga el orden p.
Como

P e} =0,

y el subgrupo {z} no liene subgrupos no nulos, diferentes de si mismo
(recordemos, que el orden de un subgrupo es divisor del orden del
grupo, y que el nimero p es primo), el subgrupo {x} verdaderamente
esta contenido en el subgrupo P’ y, por consiguiente, = pertenece a
P, Por lo tanto, todos los elementos de orden p del grupo P pertene-
cen al subgrupo P’.

Supongamos que ya estd demostrado que al subgrupo P’ pertene-
cen todos los elementos del grupo P, cuyos drdenes no son mayores
que el ntiimero p*-!, y sea 2 un elemento cualquiera de £ de orden p*.
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Como muestra la eleccién de los elementos a,, aa, . . ., a,, el orden
de éstos mo va creciende y, por esto, se puede senalar tal i,
1l i —1-s que los ordenes de los elementos ay, az, ..., @
son mayores o iguales a pt, y para i — 1 << s, el orden del elemento
a; es estriclamente menor que este nimero, es decir, es menor gue el
orden del elemento x. En virtud de las condiciones a que estd ajusta-
da la eleccion del elemento a;, de aqui se deduce que, si

Q = {ﬂ'i‘ Quy v vey ﬂ';_i}‘
QN {x}==0.

Sin embargo, en el parrafo anterior se habia demostrado que
todo subgrupo no nulo de un grupo ciclico primario {z} de orden "
conliene el elemento

entonces,

yo o (8)

Por consigniente, este elemento y pertenece a la interseccion Q[
N {x), y. por lo tanto, al subgrupo Q. Esto da la posibilidad de
expresar Y en forma de uva suma de elementos, mialtiplos de los
clemenlos ay, an, ..., d;

y=la b leae-l L. Y g, ()]
De (8) se deduce, que el elemento y Liene el orden p. Por eso,
(pl)yay i (pluyas ... - (pli-aiy =0,
o sea, gue en virtud de la existencia de Ja  descomposicién
directa (7),
(Pl;]ﬂ.j u, J 1,2,...,1:—-1.
Por lo tanto, el nimero pl; tiene que dividirse por el orden del ele-
mento a;, y por esto, también por el nimero p", de donde se deduce
que ¢; se divide por p"!,
Li=-p"tm;,  j=1,2,...,i—1, (10)
Sea
2o My Mels - L My

Esle elemento pertenece al subgrupe 0y, por consigniente, al
subgrupo P’; ademas, en virtud de (9) y (10),

¥y =ple (1)
De (8) y (11) se deduce la igualdad
P (e —2) =0,
es decir, que el orden del elemento

t=z—3
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no es mayor que p*! y, por consiguiente, en virtud de la hipotesis
de la induceion, ¢ perlenece al subgrupo P’. Par esta, el elemento z,
como suma de dos elementos de P, z == z -+ ¢, también pertenece al
subgrupo £, De este modo, queda demostrado que todos los elemen-
tos de orden p" del grupo P pertenecen a P’. Por consiguiente,
nuestra  demostracion por induceién da Ja posibilidad de afirmar
que todos los elementos del grupo P pertenecen al subgrupo P’, o sea,
gque £’ - P. Lademostracion del teorema fundamental esta terminada.

Como resultado complementario, obtenemos que un grupo abelia-
no finito es primario respecto al niimero primo p, cuando, y sélo cuando,
su orden esuna potencia de este niimero p. En efecto, se habia demos-
trado que todo grupo abeliano finito £ que es primario (respecto a p),
se descompone en una suma directa de grupos ciclicos primarios (res-
pecto a p), y por eso, el orden del grupo 2 es igual al producto de los
ordenes de estos grupos ciclicos, o sea, es una potencia del niimero p.
Reciprocamente, si el orden de un grupo abeliano finito es igual
a p", donde p es un nimere primo, entonces, el orden de cualgquiera
de sus elementos es divisor de este nimero, es decir, también es una
polencia del ndmero p, y, por lo tante, el grupo resulta ser prima-
rio respeclo a p.

Con el teorema fundamental no se agota todavia el problema de
la deseripeion total de los grupos abelianos finitos, puesto que toda-
via no se ha excluido la posibilidad de que las sumag directas de
dos conjuntos distintos de grupos ciclicos, primarios respecto a cier-
tos nameros primos, sean grupos isomorfos. En la realidad esto
no se verifiea, como muestra el teorema que sigue:

Si, de dos modos distintoes, se ha descompuesto un grupo abeliano
finito G en una suma directa de subgrupos ciclicos primarios,

G={a}+{a}+... +{a}={l} +{ba} ... +{b}, (12)

entonces, ambas descompaosiciones directas poseen el mismo nidmero
de sumandos directes, s = t, y entre los sumandos directos de estas
descomposiciones se puede establecer una correspondencia biunivoca
tal, que los sumandos correspondientes sean grupos ciclicos de un mismo
orden, es decir, isomorjfos.

Observemos primero, que si tomamos en 1a primera de las descom-
posiciones directas (12), por ejemplo, los sumandos directos que se
relacionan al niimero primo dado p, su suma directa sera un subgrupo
primario (respecto a p) del grupo G, e incluso componente primaria
de este grupo, puesto que su orden es igual a la potencia maxima
del niimero p por la que se divide el orden del grupo G. Reuniendo
de este modo todos los sumandos directos en cada una de las descom-
posiciones (12), obtenemos en ambos casos la descomposicion del
grupo G en componentes primarias, cuya unicidad ya fue seiialada
anteriormente, ;
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Iisto nos permite demostrar el teorema, suponiendo que el mismo
grupo G es primario respecto al némero primo p. Sea elegida la nume-
racion de los sumandos directos en cada una de las descomposicio-
nes (12) de tal modo, que los ordenes de estos sumandos no vayan cre-
ciendo, es decir, que leniendo los elementos ay, da, . . .y 4, los
ordenes

ph, phe, L, pf*s‘
respectivamente, sea,
izl 2k
y teniendo los elementos #y, by, ..., b los drdenes

p“\ P{sn =y Pr::
respeclivamente, sea,

hzl>...>h
8i no se cumpliese la lesis de nuestro leorema, se hallaria un
i1, tal, que

W P 7 S (13)
pero,
Jrl‘,- !,'f'Z I;‘

Istd claro. que i< min (s, 1), puesto que para cada una de las
descomposiciones (12), el producto de los ordenes de lodes los
sumandos directos es igpual al orden del grupo G. Moslremos gue
nestra suposicién nos lleva a una contradiceion.
Sea, por ejemplo,
k< 1. (14)

Designemos con /el conjunto de los elementos del grupo G cuyos
érdenes no sohrepasan « phi, Este representa un subgrupoe del gru-
po G, pueslo que si z e y son elementos de /7, entonces, = |- y ¥y —&
son de orden no superior al ndmero pki,
Obséryvese, que al subgrupo H  pertenecen, en particular, los
elementos siguientes:
fey —Hh

P fah 7

i

R i-1
Por otra parte, si 1<j=7i — 1, enlonces, el orden del elemento
Fe e |

prii g, es igual a p"T y por eso, no pertenece a H. De aqui se
deduce, que la clase adjunta a; + H (jrecordemos, que estamos
empleando la expresién aditiva!) liene, como clemento del grupo
cociente G/, el orden p"s™"; este mismo orden tiene su subgrupo
ciclico {a; -\ /1}. Demostremos que el grupo G/// es una suma direc-
ta de los subgrupos ciclicos {a; - H}, j = 1,2, ..., i—1,

GITE = {ay + H} -+ {ag L H} & s oo {8y o+ H s (15)

Teg—ti; h
T, Sy M g ey
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¥ que, por esto, su orden es igual al nimero

it R e o v {165y

Si 2z es un clemento arbilrario del grupo G, existe la expre-
sién
e LTy ST S L 17 S ISR B VN / O

Supongamos que, para j 1,2, ..., i—1,
;- ;}f'_r' "'"a':;j "
domle
0oy pla e, (7

Eunlonces,
[l

Tt
mageoqi (P77 ag) i ag,

¥ ocomo el primer sumando del segunde miembro estd contenido
en ff, se tiene
ma; - nya; M.
Por otra parte,
vy M =H o oma, - HO S,

por eso,
x| H o (myay Iy - (msan - H) . (mgag H)-
(g - Iy - (npay - HY L (g - HD.L {183)
Supongamos que existe una expresidon mas de éstas,
a - Moy ) (g M) - o (s R (1Y)
donde
Onjp' ™ j=1, 2, ... i1, (20)

Entonces, los elementos
Rl - Ralty o o0 - Hjoglly g
b f

mydy A Ngds . S nioga,

estin en una misma clase adjunta relativa a /., o sea, su dife-
rencia pertenece a H y, por esto,

phil(ny—n))a, - (Ra—ny)ap 4 ... (i —ni_g)a_y] =0.

De aqui se deduce (ya que la primera de las descomposiciones
(12) es directa) gque

plifn—na;=0, j—1,2, ..., i—1,
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¥, por lo tanto, el niimero p'i (n; — nr;) tiene que dividirse por el
orden p"i del elemento @; ¥, por consiguiente, la dilerencia n; — nj
se divide por el namero p"i7"%. En virtud de (17) y (20), de aqui se
deduce que

njony, j1,2, . ..,i—1,

es decir, las expresiones (18) y (1Y) son idénticas. De este modo,
queda demostrada la existencia de la descomposicién directa (15).

Consideraciones andlogas, realizadas para la szegunda de las
descomposiciones (12), muestran que este mismo grupo cociente
G/H posee una descomposicion direcla

GIH = by - HY 3 (bt BY b v Ebpy o B (B Y o s

es decir, que en virtud de (13) y (14), su orden tiene que ser estric-
tamente mayor que el nimero (16). Esta contradiceion demuestra
el teorema.

Ya hemos obtenido una exposicion complela de los grupos abelia-
nos finitos. Asi, pues, fomamos todos los conjuntos finitos posibles de
niimeres naturales

(Ry, oy oo, By),

diferentes de la unidad, pero no indispensablemente distintos, de modo
que cada uno de ellos sea una potencia de cierto miimero primo. A cada
conjunte de éstos ponemos en correspondencia una suma directa de
grupos ciclicos, cuyjos ordenes sean iguales a los nimeros de este conjunto.
Todos los grupos abelianos finitos obtenidos de este modo, resultan ser
no isomorfos dos a dos, y cualquier otro grupo abeliano finito es iso-
morfo a wno de estos grupos.
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